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Matematica, prin diferitele sale discipline, ocupă un loc central 
în întregul sistem formativ peniru marea majoritate a specialiştilor 
care lucrează în industrie, economie si in organele de decizie socială. 

Organizarea învăţămîntului pe trei nivele — elementar, mediu si 
superior (în acesta din urmă pot fi incluse şi formele invátámintu- 
lui postuniversitare) — determină necesitatea luárii unor măsuri de 
racordare a cunoștințelor de matematică la irecerea de la un nivel 
la aliul și aceste măsuri trebuie sd aibă un caracter specific peniru 
diferitele specializări tehnice, economice, de învăţămînt elc. Trece- 
rea cea mai dificilá intre nivele este, fárá indoiald, cea dintre liceu 
si facultate, fiind afectată în multe (ări, între care si în tara noastră, 
de un caracter marcat selectiv in funcţie de specificul gnoseologic 
si social al diferitelor specialităţi din învățămîntul superior. În forma 
acluală de selecţie a candidaţilor care bat la porjile învățămîntului 
„Superior — aceea a concursului de admitere —, majoritatea acestor 

candidaţi se confruntă în mod decisiv cu diferitele discipline mate- 
malice şi se poale afirma că multe nereuşite se datoresc acestor dis- 
cipline. ; | 

Din aceste motive, in practica sistemului nostru de admilere a 
„apărui o fază specifică de mare intensitate nervoasă, anume aceea 

a pregătirii peniru concursurile de admitere. În această fază care 
se înlinde, pentru foarte mulţi candidaţi, pe întreaga durai a ul- 
limului an de studii liceale, avînd în cadrul ei un interval de incor- 
dare mazimă în lunile aprilie, mái, iunie si iulie din fiecare an, 
se recapituleazá toate cunoștințele de liceu si se efeclueazá chiar un 
„a nirenament" peniru problemele de concurs. Existá in momentul 
de faţă probleme de matematică tipice peniru concursurile de admi- 
tere si specifice peniru fiecare tip de facultate, chiar pentru fiecare 
facultate în parte. Caracterul tipic al acestor probleme este- determi- 
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nat, mai intii, de necesilalea de a se realiza într-o perioadă scurtă 
de limp o testare si o verificare a apliludinilor pentru matematică 
si a învățămîntului de informație matematică pe care le posedă fie- 
care dintre miile de candidați ce se prezintă la concursurile de admitere. 

În al doilea rînd, caracterul tipic al acestor probleme este generat 
de necesitatea de a ordona si tria candidații, în funcție de nevoile 
de învățămînt ale fiecărei facullăţi sau tip de facultate, astfel ca 
admiterea în facultate să fie coerentă cu normele de echitate ale socie- 
tátii socialiste în care trăim şi lucrăm. 

În al treilea rînd, acest caracter tipic este dat de necesitatea ex- 
plicit formulală ca problemele de concurs să nu depășească în nici-un 
sens cadrul fixat de programa analitică de concurs, pentru fiecare 
tip de facultate, și anume tematica lor să fie inclusă în multimea 
cunostinielor transmise elevilor în liceu. 

Ca principiu, metodele si 'mijloacele de pregătire pentru concursul 
de admitere trebuie să fină seama, în mod obligatoriu, de specificul 
problemelor care se propun la concurs si să îmbine antrenarea apti- 


tudinilor pentru studiul matematicii cu sistematizarea si completarea. - 


cunoștințelor de matematică pînă ia nivelul programei analitice de 


concurs. Există in acesie programe analitice unele capitole legate, 


în special, de lehnica calculelor numerice care, de regulă, nu se in- 


clud în problemele de concurs datorită faptului că -problemele din 


aceste capitole necesită în cursul rezolvării lor unele. tabele- matema- 


tice care conţin si alte formule utile ce trebuie cunoscute de către. 
candidați. Din această cauză, în pregătirea pentru concurs, fără ` 


a elimina cu totul asemenea capitole, este recomandabil să li se acorde 


o pondere relativ mai mică. 


Tinind seama de aceste principii, prezentul ghid de pregătire 
urmărește în linii mari să se constituie ca mijloc independent pentru 
pregătirea candidaţilor ce se prezintă la concursurile de admitere 
de lu facultăţile de matematică, tehnice, de fizică, chimie și-economice. 


Materialul cuprins în acest ghid este sistematizat pe capitole si para- 


grafe, care reflectă atit programele analitice cele mai dezvoltate cil 
şi specificul. problemelor de concurs. Ínlántuirea paragrafelor . urmă- 


reste structura logică a materialului din fiecare capitol, iar în 


interiorul lor se urmărește o anumită gradare a problemelor după 
dificultatea de rezolvare. Sigur că această gradare poale apărea 
ungra dintre cei ce o vor utiliza ca avind o anumită doză de subiec- 
livism, însă subliniem că nici nu se poate pretinde realizarea unei 
ordonări a problemelor după dificultate, care să fie unanim acceptată. 
Tot în scopul gradării materialului prezentat în paragrafele cu soluții, 
primele probleme au soluții mai detailate, în timp ce spre sfîrşitul par a- 


grafelor multe probleme au în locul solutiilor doar indicaţii de rezolvare. 


VI 


b 
E 
E 

| 
$ 
* 


= 
D 
c 
e 
© 
O 
197) 
Z 
mr 
x 
O 
P 
E 
= 
UO 
D 
= 
= 
© 
O 
VW 


Ghidul de [aţă este mai mult decit o culegere de probleme. În 
introducerea fiecărui paragraf de enunfuri este prezentatá o scurtă 
apreciere asupra ponderii pe care problemele de acel tip o au în con- 


cursurile de admitere, asupra greselilor celor mai frecvente ce se fao 


de călre candidaţi, cil si asupra dificultății relative a problemelor 
respective în contextul malemalicii privilă ca ansamblu. Sigur cá 
aceste introduceri şi aprecieri se pol face si mai bine, în sensul de 
a fi mai utile celor care le citesc, forma lor concretă din acest ghid 
fiind determinată de necesitáfi de spaliu tipografic si de un anume 
raporl inire introducere si dificullale de rezolvare a problemelor cu- 
prinse în paragraful respectiv. à 

De asemenea, înaintea primului capitol am inserat o introducere 
în care se analizează modalitățile de pregătire pentru un concurs 
de admilere. : ic. TEMAS : 

În icxtele părții a doua a cărții — partea cu soluţii —, se gá- 
sesc unele referiri la alte probleme cărora li se indică numărul în 
paranieze. În cazul că problema face parte din alt capitol, indicatia 
de referinţă, din paranteze, este formată din trei numere, primul 
fiind numărul capilolului, al doilea al paragrafului si. al treilea al 
exerciţiului. Dacă problema face parie: din același capitol, indica- 
dia confine două numere, primul fiind numărul paragrafului, iar 
al doilea cel-al-problemei. Dacă problema face parte- din acelaşi pa- 
ragraf, indicația este formată dintr-un singur număr si anume nu- 
mărul problemei. j 


Capacitatea de a rezolva în mod independent problemele propuse 


in acesi ghid de către cei ce se pregălesc pentru un concurs de admi- 
tere atestá o pregătire foarle bună si poale garanta reușita la probele 
de matematicá ale oricărui concurs. Celor care vor utiliza soluțiile 
si indicatiile date de cátre autori, le recomandám ca, in primul rind, 
să se intereseze si să rețină metodele de rezolvare, ci nu rezolvările 
concrele în amánunt-pentru fiecare problemă, cu alte cuvinte, să-și 
educe mai întîi capacitatea de înțelegere şi de reconstituire a solu- 
fiilor ci nu capacitatea de memorizare mecanică a lor. 

. Unele din problemele propuse in ghidul de față mai fac parte 
si din alle culegeri de probleme, indicate de către noi la bibliografie 
dar care de regulă sini mai greu accesibile unui număr mai mare 
de candidaţi, În orice caz, prezentarea lor într-un anume loc al ghi- 
dului nostru le atribuie un anumit grad de dificultate si le integrează 
in unilalea pedagogică a ghidului iar soluțiile pe care le prezentăm 
alribuie acestor probleme un anume grad de prelucrare personală. 
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Scopul prezentei introduceri este acela de a înfățișa cîteva | 


din părerile autorilor asupra următoarelor probleme : 


1. Cum trebuie efectuată o pregătire .corectă pentru concursul 
de admitere ; 


2. Care sînt criteriile unei bune pregătiri. 


1. Pregătirea pentru concursul de admitere se efectuează, de 
regulă, în timpul ultimului an de studii liceale, paralel cu studiul 
materiti de clasa a XIl-a (anul 1V) şi în ultima perioadă, dega- 
jată de acest studiu. În general, matematica este o ramură a sti- 
intei cu o structurá complexá, in care cunoștințele se acumulează 
şi se sistematizează într-o ordonare destul de strictă, care 


proprietăţi 
nu se poate însuşi 
calculul primitivelor şi al in- 
orie, bine însuşită, cunoş- 
mple informații exterioare 
rezolva probleme de mate- 
uror teoremelor de geome- 
me de geometrie si asa mai 
că si in matematică fiecare capitol 
n raport cu celelalte, unele cum sînt, 
de exemplu, cele referitoare la analiza combinatorie putînd fi 
tratate aproape fără nici o cunoștință din domeniul studiului ecu- 


ațiilor şi sistemelor de ecuaţii algebrice sau trigonometrice. 


are o relativă independenţă î 
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Tinind seama de aceste particularităţi, pregătirea pentru con- 
“cursul de admitere: trebuie începută cu o recapitulare generală 
a tuturor cunoștințelor dobindite în liceu. În această primă pe- 
rioadă de pregătire prealabilă trebuie insistat la algebră si tri- 
gonometrie, în special asupra perfecţionării deprinderilor calcu- 
latorii pînă la stabilirea de automatisme în acest sens. Mijloacele 
de bază ale acestei pregătiri pot fi constituite din rezolvarea exer- 
citiilor şi problemelor din manualele de liceu (mai ales identități, 
. inegalităţi, ecuaţii, descompuneri în factori, simplificări de ex- 
Y presii algebrice şi trigonometrice, eliminári de variabile între mai 
^ multe relaţii). La geometrie trebuie însușite toate teoremele 
de geometrie plană și în spaţiu, în totalitatea lor, adică enunță- 
rile împrenăă cu demonstrațiile corespunzătoare. La recapitu- 
larea acestor cunoștințe se va insista asupra metodelor de 


demonstrație, în special pentru proprietăţi ca: paralelism și orto- - 


gonalitate, colinearitate si concurenţă, egalitate şi asemănare şi 
conciclicitate a patru sau mai multe puncte. În programele ana- 


litice de concurs se precizează cá la admitere în facultate nu-se ~- 


cere demonstrarea teoremelor de geometrie şi mulţi candidaţi, 
în spiritul acestei indicaţii, negiijează cu totul, în timpul pregă- 
tirii prealabile, studiul aprofundat al acestor teoreme, limitindu-se 
la memorizarea enunţurilor. Un asemenea mod de pregătire îl 
considerăm greșit, întrucît dacă nu se insusesc acele modele de 


demonstraţie geometrice care fac obiectul teoremelor, pretenția i 
de a demonstra proprietăți mai complicate ale figurilor plane sau-- 
spatiale devine in mod necesar superfluă. Părerea noastră este - 


că simplificarea programei analitice de concurs, prin eliminarea 
demonstrării teoremelor de geometrie, în loc să constituie o uşu- 
rare a pregătirii, din contră, o îngreunează. Un argument destul 
de puternic care susține această părere este constituit de rezul- 


tatele concrete ale concursurilor de admitere unde probele de geo-: 


metrie determină, de regulă, o triere netă si foarte pronunţată a 
candidaţilor. à | | : 


A doua perioadă a pregătirii pentru concursul de admitere, 


şi anume perioada fundamentală de pregătire, are un caracter 


specific mult mai pronunţat. Mijloacele de bază pentru această 
pregătire îl constituie culegerile de probleme dedicate acestui 
scop. Ghidul de faţă, credem, îndeplinește în bună măsură cerin- 
(ele logice si practice ale unei bune pregátiri in aceastá perioadá. 
În acest scop am încercat să introducem, şi să analizăm în acest 
ghid numai probleme care, pe lîngă unele dificultăți de calcul, 
să prezinte si dificultăţi mai mici sau mai mari de natură logică: 


CE Scanned with OKEN Scanner 


La unele din problemele propuse (numárul lor este destul de mare) 


dificultățile de natură logică intilnite in procesul rezolvării sint 


hotáritoare pentru acest proces. 
Asemenea probleme sint cuprinse in toate paragrafele si capi- 
tolele si doar paragrafele referitoare la identități si ecuaţii alge- 
brice sau trigonometrice sînt mai ușoare din acest punct de ve- 
dere. | 
Modul în care sugerám să fie utilizat prezentul ghid cuprinde 
citirea introducerilor de la fiecare paragraf, raportarea problemei 


respective la programa de liceu ín vederea transformárii datelor 


in elemente care trebuie sá conducá la rezultat, alegerea unei me- 
tode de rezolvare (se pot utiliza in mod. avantajos pentru o bună 
pregătire şi mai multe metode) rezolvarea propriu-zisă şi, foarte 
important, verificarea rezultatelor obţinute. E 


În multe probleme în care se cere demonstrat un anume re- 
zultat se poate porni si de la analiza faptelor şi proprietăţilor din 
care poate rezulta în mod nemijlocit concluzia cerută şi se poate 
încerca conectarea acestor fapte si proprietăţi intermediare cu 
rezultatul cerut. Oricum, dacă după eforturi- personale susti- 
nute nu se reușește rezolvarea problemei (recomandabil, după 
un timp mai lung de gîndire repartizat în mai multe zile) se poate 
recurge la partea a doua a ghidului şi se pot utiliza indicaţiile 
sau rezolvările care se găsesc acolo. Menţionăm că, cu mici ex- 
ceptii, soluţiile sau indicaţiile noastre nu au un caracter exhaus- 
tiv şi este încă necesar un efort personal a rezolvitorului pentru 


a elabora complet soluţia în condiţiile în care s-ar cere la un con- 


curs de admitere. —— | | 
Acest mod de a elabora ghidul de faţă are la bază observaţia 


că prezentarea în culegeri de probleme a "problemelor propuse, 


însoţite de rezolvári complete are de foarte multe ori efecte ne- 
gative asupra unei bune pregătiri de concurs, întrucît eliminá 


aproape complet. efortul personal de gîndire al rezolvitorului si 


pe această cale, în afara neajunsului de a se realiza un studiu 
superficial (în care capacitatea de memorizare este solicitată în 


primul rînd), crează și pericolul unor deprinderi de studiu total 


necorespunzátoare. da ar AME 

.. În sfîrşit, a treia si ultima perioadă de pregătire pentru con- 
curs, căreia i se poate dedica un timp de 2—4 sáptámini, este 
aceca a finisárii pregátirii si adaptárii acesteia la condifile de 
concurs. În această perioadă sé vor rezolva probleme tot de 


„tipul celor din culegeri specializate, însă grupate cîte 2—3 din di- 


ferite paragrafe: și încadrate în intervale de cîte 2—3 ore. Se va 


incepe, in mod avantajos pentru o bună pregătire, cu probleme - 


RE v ERES | XI 


CE Scanned with OKEN Scanner 


din culegeri, deja rezolvate anterior, fără a se face insă, apel in 
intervalul de 2—3 ore, de lucru, sub nici-un motiv la solutiile date 
in aceste culegeri. ! 

Apoi treptat, in grupul de 2—3 probleme se vor introduce 
(mai întîi, una, apoi două si in ultimă instanță toate trei) pro- 
bleme din culegeri care n-au mai fost rezolvate anterior. Această 
parte a pregătirii este preferabil să se facă sub supravegherea, 
cel puţin în privinţa condiţiilor formale de desfășurare a „lucră- 
rilor-test“, a unei persoane interesate în această pregătire (pă- 
rinti, colegi, profesori etc.). 

2. Criteriile care să ateste, înaintea concursului de admitere, 
o bună pregătire de concurs sint atit de ordin obiectiv, cit şi de 
ordin subiectiv. Cele de ordin obiectiv se referă la capacitatea celui 
testat de a rezolva simplu şi sistematizat o problemă dată, într-un 
interval de timp prescris (de regulă mai mic sau egal cu o oră) 
şi apoi, după confruntarea soluţiei găsite cu o soluţie exactă, de 
a-şi aprecia în mod just eventualele lipsuri. Dificultatea majoră 
a unor asemenea testări este dată de alegerea problemei-test care 
trebuie să se încadreze în timpul problemelor. de concurs. Ase- 
menea testări este preferabil să se facă de către un specialist în 
matematică şi este bine să fie repetate în ultima săptămînă di- 
naintea concursului, odată la fiecare două zile. Alte teste ce se 


pot efectua în ultima săptămînă de pregătire se referă la investi- - 


garea volumului de informaţii matematice acumulat şi se poate 
desfășura în modul următor. Supraveghetorul testului (în mod 
obligatoriu un specialist în matematică) stabileşte un număr de 
15—20 de întrebări privind formulele matematice, cîte 5 din fie- 
care capitol — algebră, trigonometrie, geometrie (în special re- 
latii metrice ) şi analiză matematică — si propune lista lor candi- 
datului, acordindu-i un interval de timp care sá realizeze o medie 
de 1,5—2 minute de intrebare, dupá care corectarea ráspunsului 
poate fi efectuatá chiar de cátre cel testat. Importante in aceste 
teste sint alegerea intrebárilor si respectarea foarte riguroasá a 
timpului de lucru. O buná pregátire poate fi consideratá aceea 
care produce un procent de 9096 ráspunsuri corecte, restul pu- 
tind avea unele greşeli, dar fiind, de asemenea bine orientate. 


Testarea de ordin psihic urmăreşte eliminarea cît mai deplină 
a factorilor. emoţionali din timpul probelor de concurs. Criteriul 


fundamental al unei bune pregătiri în această direcţie îl consti- 
tuie încrederea candidatului că orice subiect i s-ar propune spre 
rezolvare nu este posibil să-l lase fără nici un răspuns. Această 


încredere se bazează pe pregătirea metodică din perioada funda-. 
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mentalá si poate fi consolidatá de rezultatele testelor privind 
capacitatea de a rezolva probleme si a celor privind volumul de 
informatii acumulate. 

Pentru temperamentele excesiv de emotive si la care emo- 
tile puternice au o componenţă inhibitoare puternică, poate fi 
folositoare în concurs folosirea unor medicamente deconectate 
recomandate de medic, însă numai cu condiţia de încercare prea- 
labilă a acestora în condiţiile unor teste de cunoștințe anterioare. 
În toate aceste cazuri semnalăm însă, că esențial este buna pre- 
gătire a concursului, întrucit cel mai bun tonic prielnic pentru 
emotivi este succesul care poate fi sugerat de testele de cunos- 
tinte. 

Cu aceste consideratii si cu recomandarea de a se cere ori de 
cite ori este nevoie sprijinul profesorilor de matematici, de la 
„licee sau de la facultăţi, in cadrul cursurilor de pregătire ce se or- 
ganizeazá in vederea pregátirii pentru concursurile de admitere 
se poate incepe pregátirea pentru concurs de cátre toti acei care 
pe parcursul liceului nu au dovedit inaptitudini explicite pentru 
studiul matematicii. Fără intenţia de a descuraja pe cineva, apre- 
ciem totuşi că, de exemplu, cei care în ultimii 4 ani de liceu nu 
au realizat la matematică o medie generală mai mare de 7, nu 
este cazul să se orienteze spre facultăţile de matematică spre a 
face din această știință o profesie, iar cei ce nu au realizat medii 
peste 6 să nu se îndrepte spre disciplinele tehnice la care mate- 
matica este un instrument principal de lucru. Chiar dacă unii 
din aceștia vor reuşi să pătrundă în facultățile pe care noi le sem- 
nalăm ca fiind contraindicate pentru ei, pregătirea lor ulterioară 
in cadrul facultăţilor va fi chinuitoare atît pentru ei, cît şi pen- 
iru profesorii lor, iar profesia, în cazul că vor reuşi să şi-o orien- 
teze spre aceste domenii, nu le va da nici lor, nici beneficiarilor 


muncii lor, înaltele satisfacţii pe care munca umană de înaltă 
calitate o oferă oamenilor. 


CE Scanned with OKEN Scanner 


Partea intiña—ENUNTURI pi 


Capitolul ] 
ALGEBRA 


i: IDENTITÀTI ALGEBRICE 


“A. Tdentitátile algebrice sint égahtàti definite pe diferite 
mulțimi de numere, adevărate pentru orice valori ale nedeter- 
minantelor- din multimile de definiţie. Verificarea identitátilor 


algebrice se face fie printr-un gir de transformári identice cunos- 


cute ale unuia din membrii egalitátii, piná se ajunge la celálalt 
membru, fie prin transformári identice ale ambilor membrii, pînă 
la o formă comună a lor. Der 

Fie de exemplu, de verificat identitatea lui Lagrange 


E (aj dE a5 26 a2) U T oEÓ— (azb; + daba + 4 by = = 
= = (ab, =B AA (dada 7 by + (a,b; — dy DE 


litáti + c. | ~ 
42b? + a2b2 + ad ae ab? Ts i + 0203 +. a$bl-- a3ba + 
+ a2b2 — ab? — 303 — a$b$ — 24,b,42b3 — 24,b,43b3 — 
^ 2agbya9b EX aj + azb? — 2a, b,a5b, + aibă + a$b — 
— 2a,b3a3b, + a3b3 + a3b3 — 2azbyazda = (a,b, — ad? + 
: + (a,b, — llab)? + (a4b4 — aba) | 


care se reduc prin -transformări identice, membrul intii la 
cel de-al doilea. 


s 


Efectuînd calculele in membrul. întii obținem şirul de ega- 
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Fie, acum, de verificat identitatea : 
3, (a? he c? + 2bd) + (d? — b? + 2ac) = (a? — bP + ed’? + 
+ 2(ab — bc + de + ad}. | 
Efectuind calculele în membrul întîi obţinem : 
(a? — c? -- 2bd) + (d* — b? + 2ac) = at + c* F Ab?d? — 
— 2a?c? + 4a?bd — 4bc2d + di 4- bt -+ 4a?c? — 2b2d2 + 
+ 4acd? — 4ab?c = al + bi c* + de + 2(D?d? + a?c?) + 
+ 4(a?bd — bed + acd? —.ab?c). 
Efectuind calculele in membrul al doilea obtinem : 
(a? — b? -p — d2)2 + 2ab— de + de + ad)? = 


— a p bt +04 + di — 2a?b? + 2a?c? — 2a?d? — 20% 4 2b2d + 2b*%4*—= 


20d? + 2a?b? + 2b2c2 + 2c2d2 + 2a?d? — 4ab?c + 4abed + 4a*bd — 
— 4bed + 4abed + 4acd? = a* + bt + ct + di + 2(a2c2 + PEL) + 
+ 4(a?bd — bed + acd? — ab*c). 
Comparind rezültatele obtihute la calcularea celor doi mem- 
bri, observăm că ei au fost redusi la o formă comună, ceea 
ce, în virtutea proprietăţii de tranzitivitate pe care o are 
orice egalitate (deci 'şi identitate), demonstrează identita- 
tea supusă verificării. 


Observatia 1. Unii candidaţi, atunci cind au de verificat o 
identitate, de fiecare dată cînd efectuează o transformare a unuia, 
sau a ambilor membri a egalităţii, scriu ambii membri ai identi- 
tátii ca în exemplul următor, în care se cere demonstrarea iden- 
titátii. ZE 

b—c Pb y D i a— b __ 2 | 2 
PIE | 


2 
3, — E: — —— — 
(a—b)(a—c) (b—c)(b—a) (c—a(c—b a—b b=c c—a 


, 


^ (pci (c — of + (a— by —9 (b— c)(c— a) + (a— b)(c— a) +(a— bXb- 9. 
(a — b)(b — c)(c — a) (a — b)(b — c)(¢ — a) 


— (b? + c? — 2bc + c? + a? — 2ac + a? + b? — 2ab) = 
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— gfbc + ac — eh — ab + ac + ab — a? — bc + ab + bc — 
EN a Di uo qc) 
2(ab + bc + ac — a? — |? — c?) = Lab + bc + ca— 
— al — hb? — 02). 
Din punct de vedere logic un asemenea mod de demonstratie 
este incomplet, întrucît in realitate s-a demonstrat cá iden- 
titatea de demonstrat implicá o identitate evidentá. Pentru 
a aráta cá nu totdeauna implicafia inversă este adevărată, 
să considerăm ecuaţia a = — a satisfăcută in R doar de so- 
lutia a — 0 (deci nu o identitate!) din care, prin ridicarea 
la “pătrat a ambilor termeni -obținem identitatea a? = a. 


În consecinţă, atragem atenţia ca demonstraţia care se dă, 
unei identități să fie făcută în modul indicat de noi. 


 Observatia 2. În unele cazuri, înainte de a trece la demon- 
stratia identitátii prin una din metodele indicate, este foarte 
util sá se redistribuie termenii între cei doi membri ai identităţii 
prin trecerea unora dintre ei dintr-o. parte în alta peste semnut 
egal (bineînţeles cu pespectarea regulilor: valabile în cazul aces- 
tor treceri). 


Ca exemplu, fie de verificat identitatea 
4 (42 — bD) + (2ab + b) + (2ab + a?) = 2a? + ab + 02). 


! Înainte de a incepe calcularea unuia din membri, se trece 
-al doilea si al treilea termen din primul în al doilea membru 
al identităţii şi se calculează noul membru arent prin trans-. 
formári identice pupie, 


(a? + ab + by — (2ab E ALA da 4 O ala 

— (2ab + a? = (a? — ab) (a? + 3ab + 2b?) [(a? + ab + 
+ Py 4 (2ab + 029] 4-40? — ab) (2a? + 3ab + è?) [(a2 + 

+ ab + gy + (2ab + a2)?] = a(a? — b?) (a + 2b) [(a? + 

+ ab + 02) + (2ab + 32] + b (b? — a?) (2a + b) 
[(a + ab + b?) + (2ab + a?y!] = (a? — b?) (a? + ab + 

+ 52? [a(a + 2b) — b (2a + b)] + (a? — b?) [(a? + 2ab) 

+ (b2 + 2ab} — (b? + 2ab) (a? + 2ab) = (a? — b)? (a+ 


2 — Ghid de preside la matematică | 3, 
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baba My (a?— b?) (a? + 2ab) (b? -+ 2ab) = 
(a? — bF [( + ab + b * — (a? + 2ab) (b? + 
+ 2ab)] = (a? — by. 


Observaţia 3. În anumite cazuri, identitatea de demonstrat, 
în faza iniţială sau pe parcursul demonstraţiei, se înmulțește sau 
se împarte cu anumiţi factori conținînd nedeterminatele (adu- 
ceri la acelaşi numitor, simplificári). În aceste cazuri, este nece- 
sar sá se demonstreze egalitatea: și pentru valorile ce anulează 
factorii cu care am înmulţit sau împărţit identitatea. 


B. În multe cazuri, identitățile se propun sub forme diferite . 


faţă de cele expuse mai sus. O categorie de asemenea probleme 
cer să se transforme identic în produs (să se descompună în fac- 
tori) o expresie dată, în timp ce o altă categorie de probleme cer 
să se dezvolte calculele unei anumite EI pRORE pentru a o aduce 
la forma cea mai simplă. 


În primul caz, o atenție deosebită trebuie cone e 


punerii complele- a expresiei date in factori pe multimea pe care 
se cere descompunerea in factori. Dacà descompunerea se cere 


a fi făcută pe R, factorii din expresia finalá pot fi numai de gradul 
întîi sau doi, in timp ce la descompunerile pe C factorii nu “pot fi- 
decît de gradul intii. Legat de primul caz, descompunerea la.care-- 
se ajunge trebuie completatá cu demonstraţia cá factorii de gra- | 


dul doi nu se mai. pot descompune în alţi factori de gradul întii. 
Fie, de exemplu, problema descompunerii în factori a expresiei 


- 


5. a8 + Db -- e 3abc pe R. 


Pornim de la identitatea evidentă (prevăzută de programe 


analitică de concurs) : 
“faze y y? + 3ay (x + y) 
in care vom pune r— a,y— b--c 
reca al o cual 
— d$ +84 + 3bc (b + c) + 3 (ab 4- ac) (a 4- bH c) = 
= a? + 34 c H 3bc (a +b+.c) — 3abe + 3 (ab + 
taa bo) $E 3 (a+ b+ c) (ab + 
+ ac + BD debe 


ed 


BA I 
act E, 
at. c Pi 
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De aici rezultă: 
a+ 08-4 c — 3abe = (a + bF cy — 3 (a+ b -rF-cyab + 
+ ac 4- dc) = (a + b+ c) (a? +- + c? — ab — ac — bc). 
Pentru analiza completă a problemei rámine, incá, sà se 
demonstreze cá expresia a? -+ bë + c? — ab — ac — bc nu 
se mai poate descompune in factori dé gradul intii. 
Este evident 


- 


0 < [PF Qe lea) le a? + D? -- c? — ab — ac — be, 


deci expresia este pozitivá pentru orice valori distincte ale 
nedeterminantelor a, b, c, ceea ce aratá cá ea nu se mai poate 
descompune in factori (in caz contrar, am putea anula unul 


din factori şi ar exista niște valori distincte pentru a, b, c, 


care să anuleze expresia dată). 


|. Observatia. 4. Toate transformárile identice ale expresiilor 
ce demonstrează: -problemele asupra identitátilor presupun: cu- 
noasterea unor identitáti fundamentale, cum sint patratele bi- 
noamelor si trinoamelor, binomul lui Newton, descompunerea 
diferenţelor de puteri si a sumelor de puteri impare. În demon- 
: stratii se admit si alte identitáti in afara acestora, cum sint 
E- rar) Lop—d bre 3db (a + b) + 3ac (a 4- c) + 
E „A 8be (b+ c) + Gabe. - : - 

| uu 2. (aj + bj) (a3 3.03) = (UA, + b,b,Y + (a,b, — a2b,)?. 

009. (dc aj + 43) (67 + b3 + b3) = (a,b, + agb, + EE 
E d azb¿ + (db; — ab? + (tb; — agb) + (a5b5 — 

6 —azb,? (Lagrange). : 

4. (a+ bf — 4ab = (a — by. 

5. (a+ bf + (a — bf — 2 (a? + b?). 

C. Pînă aici am examinat numai identitáti libere peste o 
mulțime dată (sau identități generale), adică adevărate pentru 
orice valori ale nedeterminantelor. zi 

O categorie importantă de identități sînt identitățile condi- 


poneis: De exemplu, să se demonstreze cá dacă a+ b + c — 0, 
nci 1 ea il, : 


5 
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6. 


XJ 8. 


10 


1 


Ls] 


12, 


a3 4- 59 + că — Babe 
a? + b? -- è = — 2 (ab + ac + bc). 


Identitatea condiționată (6) se demonstrează imediat, dacă 
se .fine seama de exercițiul (5) in care l-am prag pe 


` a? -+ b + c? — 3abc. 
Identitatea (7) se demonstrează simplu astfel: 
0 = (a + b + c = a? b+ c24 2(ab + ac + bo), 


de unde rezultă, evident, identitatea cerută. 


În aceste două exemple, în demonstraţie a fost pusă în evi- 
dentá condiţia dată sub forma în care a fost dată; în alte 
cazuri, se poate utiliza condiţia (condiţiile) pentru a elimina 


- unele dintre nedeterminante şi, apoi, identitatea rămasă 


se demonstrează ca identitate liberă. 


D. PROBLEME PROPUSE] 


Să se demonstreze următoarele identități pe R. - 
(a+ b)(a3 -+ 55) . (b + c)? 4-c) , (c+ ay(c? + a) 


=ab UE 
(b — c)(c — a) (a — c)(b — a) XE = c)yK(a b) T : T 


ca. (a Eb sc). ^ 


2 2[(a — D + (b — ci + (c — d + (d — af] — [(a — by + 


| -- (b — o? + (c — dy + (d — ay? + 8 (a — by(b — o) 
(c — d)(d — a) — 0 
(1 + 2a) + (1 + 25) + (1 — 2a — 2b} + 24(1 — a) 
(1 — DA + a + b) = 27. 

n-—1 

> [z + " = [nz], unde cu [x] se notează partea întreagă 

k=0 ` ! 
a lui z. | 
Sá se demonstreze identitatea 


— VP? + (200)? = (dt + b) 


isum 3d 
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"LS! 


43. EE = Ga ab) Y (aid; — ajbi)? (Lagrange). 
; i<j 
14. Sá se demonstreze că dacă a +b + c = 0, atunci: 
| at + 05 + c* — 2(a?b? 4- b2c2 + a*c?). 
15. + b + c5) = 5abe(a? + b? + c2), 
16. 5(aè + 5? + ea + D3 + c?) = 6(a5 + b5 c5). 
17. 7a 40 a + bit et) 6(a7 + D? + c?). 
18. Să se arate cá dacá Y aj)? = nyap, atunci | 
a; = dj, " A je N. 
19. Să ES arate"cá s : 
41; — Wi- — - Agta — tt, = = 0 ' 
ary + di, — — - au > ast - — 0 
Azti Gata + Atg — Azt, = 0 
42, — 315 + dea + az, =0,. zeta 
“atunci fie dy = ds = ¿da = ad, =.0, fie T = =a ay cuo ea La 


Sá se arate cá dacă. 


+ d 


qd) + b = 13ab(a ES bz atunci Dx 
(æ 1) 


21. Notind z, = 2, + iy, z; = a d iy, să se arate că 


L^ = 08. a + lga b) 


=lat 


LIN 


[2,221 = ARA și | A. 
Za 


22, Să se descompună în factori expresiile : 
E, = (14 y 4 198 —y9—2P | 
E, = (b — oy + (c — a+ (a — 5) 
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29. 


24. 


25. 


236. 


21, 


Sá se arate cá dacá 
A+ a$ + ai = (a + p T mon a). şi 


(a? +a aa = (a3 + a — az)x? = (a1 + a3 z 03)L3> 


Sá se aducá la forma cea mai simplá expresiile. 
= (+y + Gy — 39 ly + 2 a — 
(1 yy 


x3 — yz y? — uz Z— xy 


Es 


Să se demonstreze că dacă 


zoo 


Sá se arate cá dacă: 
E: a D AgS = gy A 


E m dite T amu E aeg (ar; — u.c, + OTa) 


atunci: a — Eo 


= i - ri A ZA 
23. 3 2 
aa? + 3 = - dj aa? + a E + ag — 03) — 


Sá se arate că pentru orice n impar, egalitatea | 


"s 


à E x E A En 


1 $ a 


atunci f 


(d ap 13 E Ad n = Lr + a3) F IS us V. 


=w ety  Q-2g-2 (rar 


aıt + y : EAT 


E 2-2 ere E , 
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28, Sá se demonstreze că 
4 zt. 
- aj : az (3 
(a; — aya, — d3) (ay — a,)(ag — 03) (a — a,)(a4 — a) 
= ai + a$ + a$ + aaa + dala + dac, 
29. Să se arate că expresia : | 


YS (x — a {x — ag , (1— 0) (tr — 4). (z — aya — a) 


(a, — aya, — a4) (a — a4(a5 — a) — (ag —ay(a — a) 
este independentă de a. NEUEN | l 
30. Să se arate că dacă Ay x a a dg = - 0, expresia 
"c prr T Ren dul E =) 
a fen dV. o. Lf 1 | 
.este independentă de a do, da. > 
31. a. Sá se arate că: 
eye d - 236-0 - 96-3) 
b. Dacá z-Fyr-a si Ca a z3 = (4, atunci: 


q du 204 4 ¿24 — (2741 pentru orice n natural: 


59: To ALGEBRICE 


A, Inegalitátile. sint relaţii de ordine tranzitive, definite pe 


diferite mulţimi, : de regulă. R, sau submultimi ale sale. Demon-: 
strarea lor se face por nind de la unele inegalităţi elementare bazate, 


în esență, pe faptul că în R orice pătrat. perfect, sau sume de 


pătrate perfecte, este. „nenegativ. (În C nu sînt detinite relaţii de 
ordine), 


Din inegalitatea (ya - — Vb > O rezultă imediat in R, (unde 
Va si VO au sens) ck a + b > > 2 ab au 42 > yab, adică media 


aritmeticá a douá numere este mai mare decit media lor geome- 
tricá. j 


Aceastá inegalitate fundamentalá se poate generaliza la un 
număr oarecare de numere din R, în modul următor: 


~ 
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10 


n 
. n à 

1... Lemă. Dacă ]] t; = 1; atunci Y Tp2znVYrjeR,; "semnul 
¡=1 i-i i 


egal avînd loc numai cînd z; = v;, Vi, je N. 
Demonstrația acestei teme se face cu ajutorul principiului 
inducției complete al cărui enunț este: 

Dacă P(n) este o proprietate depinzind de ne N şi dacă 

a) P(ng) este adevărată; | 

b) Adevărul lui P(k) implică adevărul lui P( + 1),(k > n); 
atunci P(n) este adeváratá pentru orice n > n,. Fie, deci, in 
cazul lemei noastre n — 2. Avem pentru P(2). 

Tate = 1 şi trebuie sá demonstrăm că z, + x, > 2, egalitatea 
avînd loc numai cînd 2, = z. 

Ştim că (yx, — Vaz > 0, egalitatea fiind adeváratá pentru 


DE e: 
De aici 
Ty + t, > ZVrt, = 2 (căci a, = 1) 

Deci am demonstrat că P (2) este adevărată. 

Fie P(k) adevărată si ne propunení să demonstrăm P(k + 1). 


Avem 2473... ty 3) = 15i z; d- x4 d- .. Try F XkXk >k, 
semnul egal avînd loc cînd T= Ta ...— ZE SE = l. 


Atunci 
+1 


] Yi = Xi F ta F vee F Tki F Te + Tkr > k+ 1—1 + 
oT Ep F Tkg — Pta = k HI + (zk — DU — Tk+1). 


i= 


| k+1 | 
intrucit J] t; = l, rezultă că între numerele z; € R, există 
= i 


numere mai mari ca unu și numere mai mici ca unu, astfel că 
| putem presupune Tk Şİ Tk+ı unul superior şi altul inferior 
unităţii, ceea ce ne arată că (zy — 1)(1 — Tk+1) > 0, semnul 


egal avînd loc cînd vy = 1, sau Ty = 1. 


Tinind seama de inegalitatea dem onstratá mai . sus, avem : 


7 


k 
p ti > kA a (2-11 — Tna) > k- 1, Y . 


LÀ l T 
deci am demonstrat P(k + 1). (Aceasta deoarece cind Yu- 
E 


= k-- 1, avem TkTk+ = 1 Şi Tk =f; SAU Xp. = E adicá si 


Tk = şi Tku = 1). 
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+ 


Fie acum de demonstrat inegalitatea 


i n n EE 
— Vu >V/ II e 
n [= 

i=1 


i 


i á " ai " 
Pentru demonstraţie notăm t; = APT si vom  avea 
n 
Vii aş 
i-1 
n 
n IL a 
evident [T 2; = ici 221. În conformitate cu lema 1 . 
¡=1 nig. i | 
II a; 
n=1 : 
vom avea: 
^n 
n > a; : 
Wa >n, adică — = > n, de unde 
[—1 -Njn " 
II ai 
i-l _ 
A ; 
iX nia 
n i=] ` 


Semnul egal avînd loc cînd z; = rz; (Vije N) sau a; = &;. 
O altá inegalitate fundamentalà este relatia de ordine dintre 
media aritmeticá si cea armonicá a douá numere: 


Reamintim cá media armonicá a douá numere a, be Ra este 
numărul g definit de relatia 


í Pi 
2 y y ede 2a 
A etd T = b : 
-X a b a+b 


Inegalitatea de demonstrat este atunci, 
AEB 
a+ Ai 8 f 


Pentru demonstrarea acestei inegalităţi pornim de la (a — 
— b}? > 0 care se serie | 


aè +- b? -2ab > 0 de unde 
a* + b? +- 2ab > 4ab sau (a+b)? > 4ab de unde 2% 


Toate operaţiile efectuate sint permise - întrucît a, beR,. 
Pentru a completa descrierea relațiilor de ordine ce există 

între mediile aritmetice, geometrice și armonice se mai poate | 
arăta, destul de uşor, că | 


CE Scanned with OKEN Scanner 


ati ee e ere 
. a4 b 
Pentru demonstratie se porneste de la relatia deja demon- 
y b EN ATE E ab : 
strată È > ab [pe care o inmultim cu qa (operatie 
a i : a + 


permisă pentru a, be R+). 

"Tinind seama de cele demonstrate si notind cu Mala, b) > 
mg(a, b) ; mala, b), respectiv mediile aritmetică, geometrică 
şi armonică a două numere din R, avem relaţiile : 

mala, b) > ma(a, b) > mala, b) şi 


mg(a, b) = my(Ma, Ma). 


a+b 


Observatia 1, Atunci cînd se demonstrează inegalitatea > 


> Vab, mulți, candidaţi procedează in modul următor: Din inega- 
litatea de demonstrat deduc alta : | 


: p "esc b — Nab Def PA Deea 
rti yab = AA, sau WE 0 


- 


. si intrucit se stie că (Va — vb)? > 0, conchid că inegalitatea datà ^ 
a fost demonstratá. De fapt, ceea ce s-a demonstrat este cá ine- 


dod pt E ana e SES rr : 
galitatea — > Vab implică pe (Va — yb)? > 0, ori problema cere 


sá se demonstreze cá inegalitatea initialá este adevărată. Demon- 
strafia dată la începutul paragrafului este cea corectă. 


Observaţia 2. Principiul inductiei complete se foloseste pentru 
demonstraţia oricăror proprietăti depinzind de n, deci şi a inega- 
litifilor. - A | e | 


| Ohservaţia 3. Inegalitátile pot fi definite numai peste struc- 
turile algebrice in care sint definite relatii de ordine. Un prim exem- 


plu remarcabil in care inegalitátile nu au sens este corpul numerelor 
complexe. ue. k, ~ 


Do a EET LUI LET 4 


* 


| Observafia A. La verificarea inegalitátilor se pot folosi numai | 
> proprie 


tátile stabilite prin teoreme asupra acestor relaţii (adunarea 
sau scăderea de termeni egali în ambii membrii, înmulţirea cu 
itive, ridicarea la putere în cazul cînd ambii membri 


numere poz Pc FĂ Za : 
sint pozitivi etc.). O atenţie deosebită trebuie acordată inmultirii 


"inegalitátilor cu factori care conţin nedeterminalele. Asemenea 


operaţii nu-s permise decît dacă in prealabil s-a demonstrat că 
factorii cu care se înmulțesc inegalitátile păstrează semn constant 
pentru orice valori ale nedetermina ntelor. 


“B. PROBLEME PROPUSE — 


Să se demonstreze inegalitátile : 


abd 


abc bcd , acd pe SR 
— — — — > . A 
PAR dà + i: 3 + p? AS pă T 4 pe R4 ; or 


(o aba + Ped + ded + eld > Abe) pe Ri 


PE a dle ab E bc + ed 4- da pe Ryo 


d gcc 


> 


n : n | 
7. Dacă Y a2 = s?, atunci 3: aT c sn, Vr 2. 
| i=l Im Pares dee] Ll 


T n A n n 
3. Dacă Y,a2— 1, atunci J, b? > (Y) aibi)- 
isi ~ 8 isi E d=1 DAT 


Üül cu c sm E a lx get 
9. Dacă $ a= 1 si Db? = 1, atunci DN | <l, 
| íi: ra LE Eee 
n n | 
10. Sá se arate cá Ya -- n. 2 2 Y a. 
E j iZi 


í=1 | 


; 


11. Să se arate cá > NE < — pentru orice ne Ñ 
! o (2i. + 1)? 4 


- 


n A 


n . i ) 
9 > 1 2n—1 4 l 
k=1 


13 
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18. 


19. 


20. 


21. 


14" 


k=1, 

Sá se arate cá pentru orice x > 0, pz? — qxP — p t q «0, | 

(pq EN), p >q, (x 7 1) v 

Step EL 6 a,b 0 E R, q 
a c : i 


Dacă a+ b + c = 1, atunci 
^ a(a? + 1) b(b? + 1) cc? + 1) > 10 b ce 
NOE + > + ab z . (a, > +) 


bc ca 
(am+P -- af? +. co aM+P)(am—P + a T a > 
> (ar + ar +...+ an), V. ace Ry. 
Cind are loc egalitatea ? 
Dacă + + "i 1, atunci 
x 
(04 Pick dtp + pa + 22) > (agat Mer eng) 


n 
Dacă ÓN aibi = 1, E E 2» v 


n n 
d . 2 
Dacá > a = c, me R}, atunci JE CMS 
, ai [H 
¡=1 ¡=1 E 
In ce caz avem egalitatea ? 
= n 
i, 
x i, e |" 
Dacá > a = C, aj € R,, atunci [| a; < =) 
i=1 i " 


In ce caz are loc egalitatea ? 


n 
Dacă TI ai = 1, atunci Y (1 + a) > 2 
| A 


i=1 


Să se arate că 
n-1 e 1 4 


i=1 e qa (a; + ai | " 
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94. Să se arate cá 
n n 
b » É . 
(Way <n hag yneN si ae. 
k=1 k=1 


Folosind această inegalitate sá se arate cá dacă 


n n 
Y a > |/ (n— 1) Y a?, atunci a; € Ry. 
i=i i=i 
25. Sá se arate-că | | * 
"a+ b+ c< 3(a2 + b? + c?) in care a, b, ce R. 
26. Sá se arate că | | 
n > n n 
Oa + 00) < Y Vat 88 vas di ER 
i= i=1- i= ] 
97. Dacia + b + c = m, sá se arate că i zs 
AER i a? + + e > 2 


398. Fiea dc a+ bc a-«-c—b, b--c—a pozitive. Sá se 
arate că abc > (a+ b — c)(a + c—D(b+c—a). 


29. Sá se arate că pentru orice a; € R4}, avem: 


n n 
n—1 
> Vaia; < ^ > aj. 
UJ i=1 
i, j=1 


30. Sá se arate.cá pentru orice a, b, c eR}, avem 


3 1 1 1 9 
A > 
a b 


c a T b+e 
3. ECUAȚII SI SISTEME DE ECUAȚII ALGEBRICE 


A. Ecuatiile sint egalitáti adevárate numai pentru anumite 
valori ale nedeterminatelor din multimile lor de definiţie. O primá 
clasificare a ecuatiilor algebrice se face dupá apariţia puterilor 


15 


CE Scanned with OKEN Scanner 


BE ^ mem cito a 


întregi sau raţionale ale unor expresii în care se află nedetermi- 
natele, în ecuaţii polinomiale si iraționale. De asemenea, există 
unele clase de ecuaţii în care necunoscutele apar în exponentii 
unor expresii (ecuaţii exponentiale), sau în argumentele unor 
funcţii transcendente (ecuaţii logaritmice). Rezolvarea ecuaţiilor 
înseamnă aflarea tuturor soluţiilor lor, adică a tuturor valorilor 


nedeterminatelor (necunoscutelor) pentru care ecuaţiile sînt ade- . 


várate. În legătură cu ecuaţiile, se pot propune un mare număr de 
probleme în care aflarea soluţiilor sá nu intereseze de loc, sau să 
fie o operaţie auxiliară. Astfel, în multe probleme interesul prin- 
cipal este dirijat spre studiul existenţei si apartenenţei soluţiilor 
la anumite mulţimi, al numărului de soluţii apartinind unor mul- 
timi date (rădăcini reale, complexe, pozitive, negative etc.) al 
relaţiilor de ordine ale rădăcinilor, între ele, sau faţă de anumite 


numere date etc. O categorie importantă de probleme referitoare 


la ecuaţii constă în discutarea naturii şi a relaţiilor de ordine dintre 
rădăcini, în funcție de unul sau mai multi parametri care intră în 
- componenţa coeficienţilor ecuatiiior. xeu MIEL 

B. Ecuațiile polinomiale se clasifică, după numárul necunoscu- 
teior si după puterile acestora, in ecuaţii cu una sau cu n necunos- 
cute, de gradul întîi, al doilea etc. În clasa ecuaţiilor cu o singură 
necunoscută se mai fac distincţii după numărul termenilor (ecuaţii 
binoame, trinoame) şi după raporturile dintre puterile diferiților 
termeni ai acestor ecuații, sau după relaţiile dintre coeficienţi 
(ecuaţii bipátrate, reciproce etc.). | 


1 


| 
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Pentru ecuaţiile cu o necunoscută, există metode generale de 


rezolvare exactă în cazurile celor de grad pînă la al patrulea in- - 


clusiv ; în programa analitică a concursurilor de admitere aseme- 
- nea metode sînt limitate la gradul al doilea. De asemenea, există 
metode generale de aflare a rădăcinilor raţionale (deci şi întregi) 
si de separare a rădăcinilor reale raţionale. Sensul în care sub- 
înţelegem rezolvarea exactă este acela al reprezentării soluţiilor 
sub forma unor expresii conținînd radicali. - 

Pentru sistemele de ecuaţii există metode generale de rezol- 
vare în cazul celor de gradul intii, indiferent de numărul de ecuaţii 
sau necunoscute. În programa de concurs aceste sisteme sint 
limitate la cele cu număr egal de ecuaţii și necunoscute. În afară 
de rezolvarea sistemelor, problemele de concurs legate de ele mai 
cuprind, de regulă, discuţia soluțiilor în funcţie de unul sau mal 
multi parametri, un rol special avîndu-l sistemele cu soluţie unica. 


Sistemele de gradul doi, sau superior gradului doi, se pot 
rezolva num ai în cazuri speciale. De exemplu, pentru cele de gradul 
al doilea cu 2 necunoscute 'există metode de rezolvare în cazul că 
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una din ecuaţii este de gradul întîi, in cazul cá una din ecuaţii este 


omogená de gradul al doilea (membr ul drept egal cu zero), sau în 
cazul cá ambele ecuatii contin in membrul sting (cel al necunoscu- 
telor) doar termeni de gradul al doilea. 


O atentie deosebitá va trebui acordatá scrierii corecte a tuturor ` 


soluţiilor aceste sisteme : 
Pentru ilustrarea acestor idei să considerăm sistemul de ecuaţii: 
24? — 52y + 2y? = 0 
[352 cu BE 0 
Mai intii observám că y — 0 nu face parte din soluțiile lui, 


întrucît prima ecuaţie dá x = 0 si x = 0, y = 0 nu verifică 
ecuatia a doua. In aceste conditii. impártim prima ecuatie 


cu y? sil substituind = u obtinem : : 
y y . 
2u? —5u + 2= 0 
ale cărei soluţii sint u, = 2, uy = 1/2 - 


-În continuare avem, deci, de reżolvat sistemele (corespunzi- 
toare lui u, — 2 si u, = 1/2) : 


> 


3 Ez LI : : x 
2) | 2 day — 5j? t 6r -- y +3 = 0 
la + dry — BP + br Hy t3 =l > 


pe care le vom rezolva acum simplu, prin metoda substitutiei. 
Astfel, sistemul (a) conduce la ecuatia rezolventá de gradul al 
doilea E 


e ay + 13y +-8=0, 


| Labia. caesi 
ale cărei soluții sînt y, = ——23—189  , — —13-t V85 
14 14 


Corespunzátor acestei solutii a ecuației (c) sistemul initíal va 
avea soluţiile : 


E E —13 — VS; mU | cune TEUER 
PER 7 $ + crt 
D 13 —V85 — vi I9 13 4- V85 
—13— - 85 
pe | y, 2/8 
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Sistemul (b) conduce la ecuaţia rezolventá de gradul al doilea 
(a) 112? — 8x — 3 = 0, 
ale cărei soluţii sînt 2, = 1, t = — 3/11. 


Corespunzător acestor soluţii ale ecuaţiei (d), sistemul initial 
va mai avea şi soluţiile : 


| | ques E 

ty 1 | a= 11 

Gn | > QV) 1. : 
3 : | : |n = 


C. Ecuațiile polinomiale pot avea, în afară de formele cano- 

nice cunoscute, si unele forme non-standard care necesită, înainte 

„de a le aduce la forma standard, o prelucrare bazată, în general, 
pe artificii de calcul. | 


Un exemplu -de acest tip este rezolvarea ecuaţiei în R. 
2, 21?) 2zy + 5y? — 8x — 22y + 26 — 0. | 


Examinind “această singură ecuaţie de gradul al doiléa cu 
douá necunoscute sintem tentati sá credem cá ea este nede- 
terminată intrucit contine două necunoscute. - | 

O primá médotá de rezolvare a acestei ecuatii este de a o 
considera, de exemplu, ca ecuatie de a. : 


2x? — 2(4 — y)x + 5y? — 22y + 26 = 0 


ae. ; Y : 4 — 3i(y — 2 
şi de a-i scrie soluţia z}, => AA 
ui Ü 
Întrucît se cere ca solutia sá fie in R, este necesar ca y —2 = 0, 
adicá y — 2, ceea ce dá pentru x valoarea 1 ; solutia ecuatiei 
este, deci, z = 1 9-22, 

O altá, metodà este aceea de a pune ecuatia datá sub 
forma l 


(ax + bye + egy? + (aye + bay + e)? — 0. 


linind seama de forma coeficienţilor lui 22, y? şi de termenul 
liber, putem încerca pentru partea de sistem de identificare : 


aj + aj— 2, b? + 0$ — 5, (+= 26 


soluțiile a, = + 1, aa = + 1, b, — 4 1 (sau +2), b=2 
(sau EI g eS r1 (sau + 5), c, = + 5 sau +1. 
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Făcînd verificárile acestor soluţii pe întregul sistem de iden- 
tificare gásim cá ecuatia datá se poate pune sub forma echi- 
valentá. 


(æ+ 2y — 5} + (=2+y—1)?=0. 
De aici, pentru soluția în R, rezultă condițiile necesare 
a+2y=5 
—=u+ y=1 


care ne dau solutia ecuatiei initiale (2), xz = 1, y=2. 


D. Ecuațiile iraționale (algebrice) se rezolvă, de regulă, prin i 


ridicări la diferite puteri a ecuaţiilor date, direct sau după trans- 
formări prealabile. Întrucît ridicarea 14 putere a unei ecuații îi 
ridică gradul gi, implicit, îi poate introduce rădăcini noi, este 
necesar ca după aflarea soluţiilor, acestea să se verifice pe ecuaţia 
de origine. 

Aceeaşi obligaţie revine rezolvitorilor şi în cazul ecuaţiilor care 
au în structura lor module ale unor expresii ce conțin necunoscutele. 
Astfel, de exemplu, fie de rezolvat ecuaţia 


p? — 37 4 2] + êt = 0. 
Această ecuaţie se rezolvă finind seama co 
zt — mt _ | xa mi Tx + 3, pentru z (— co, 1) U (2, co) 
TER — 2? 4- 3x — 2:pentru ze[1, 2] 
deci este echivalentă cu - 
(a) a? + 3x 4+- 2 = 0 pentru ze(— co, 1) U (2, o) — RM 
(b) zt —9: E ¿0 pentru z e[1z 2] h | 


Ecuația (a) are soluţiile-z, = — 1, z, = — 2 care verifică con- 


difia de a aparţine domeniului RN, deci sint soluţii ale ecuaţiei 


date. " 


Ecuația (b) are soluţiile q4, ETA. a E85 si intrucit 
2 2 


nu aparțin lui J}, nu-s soluţii ale ecuaţiei iniţiale date. 
Observaţie importantă, În procesul de calcul necesar aducerii 

ecuațiilor la forma canonică, se va evita cu stricteţe împărţirea, 

sau înmulţirea ecuațiilor cu factori care contin necunoscute. În 


3 — Ghid de pregătire la matematică 19 
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cazul cînd toli termeñil dintr-o ecuafie conlin un fac Lor comun, 
acesta se va scoate în factor si se vor egala pe rind factorii obținuți | 
-Cu zero. 


E, PROBLEME PROPUSE 


Sá se rezolve ecuaţiile: 


N2 3 ER REM EE Jud ba z—4a ys 
12a 4a 12a Y 4a 


Y ae 
Ls 2x? + by? — 2ay — 16: — 10y + 50:= 0. zz 
3a? + 3y? orci se Me 35-0. 


: o- - 
$9. æ eiaei p EN) , x (r—a)(x—b) | A 
9 


(a — b)(a — c) (Aba) * (erg | 
oa EE y p E) bg: è QU) 
(aA—bla—=0)- — (b—e)(b— e db). 


10. Veroyo—T a es 23, 
i [EET m HI 2 — Jio g=' v5. 


12. Să se determine A, astfel ca ecuatia : 
se + 4)y + 40 — ay — 202 + 231 —8)y + 25=0 
sá admitá solutii reale si intr egi. 


A. Fără a rezolva sistemul- 


g2- y? T g2 

—4—— + =] | 

a? a? — g2 as — p? 2 t 
x2 y? z2 
p? p? — gi p? 

a? y? z 

: IE 4-1 
2 02 —— a ct p 
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Să se calculeze S, =!" 4 y2+2-- "Gu 
14. Sá se rezolve ecuatia 
jz}? + 2iz + 2a(1 — i) = 0 


si să i se discute rădăcinile în funcţie de a € R.. 


15. Sá se determine a, b, c, astfel ca sistemul 
xY —1 — 1 sl. 
a i y? 


ă aibă soluţie unică (a, b, z, y e Ri). i 


Să se rezolve sistemele: 
16, | z5 -TA =0 l 


27.199 ii 
17. (2x? — 21] 4- 2y =3 
gy =] 


Sá se discute nalura rádácinilor urmátoarelor E după 
parametrul real zn. 


19. 224 (2—m3)x + 2— m? = 0 

20. 4a? 4+-4d(m+ Da + m—0. 

21. (m— D)? + ma + m4-1- 

22. (m — 1)z? + (2m? — dn + ed m mmt 0 
23. Se consideră ecuația mx? de mr—1-0cume R. 


a) Să se arate că această ecuaţie nu poate avea ambele rădă- 
cini pozitive ; 


<- b) Sá se determine valórile parametrului m, astfel ca ecua 
„să aibă rădăcinile x, Ta mai mari ca — 1; | 


tia | 


c) Sá se determine valorile parametrului real m astfel ca l 
—3 N | 5 


Meme rmn RATE m ge 
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29. 


30. 


31, 


22 


Se considerá: etf. P 
(m — 4i? — 2mx-4- m? — m — 0 
Sá se afle valorile lui me R, astfel încît rădăcinile 
tı t, ale ecuaţiei să satisfacă condiţiile: 
Ct < T 2 1 < To. 
Sá se determine valorile parametrului m € R, astfel ca rádá- 
cinile urmátoarelor ecuatii sá satisfacá conditiile indicate ín 
dreptul lor. 
(a) ma? + (m + 1)r + m—3=0;%<1l<zxw<2; 
(b) (m? — 1? + Am — 1) + 2=0; —1 cx <1 «cz, 
Sá se discute natura si semnul rádácinilor ecuatiei 
[222 — 2(a — b)x] —lab +.2]=0: 


după poziţia punctului P (a, b) in sistemul cartezian de 
coordonate a 0 b. i 


Să se discite natura si semnele dimos ecuatiei 
z?— 2 (a — 1)xz + b— 2a +1 =0 


cînd a si b sînt coordonatele carteziene ale unui punct M (a, b) i 


care variazá in plan. 


. Sá se determine parametrul rfi e R, astfel ca rădăcinile ecua- 


fülor z? — r— m = 0 si 2—z+m=1=0 să se se- 
pare (adicá intre rádácinile fiecárei ecuatii sá se afle o rá- 
dáciná a celeilalte). 


Să se determine valorile lui me R, astfel ca o rădăcină a 
ecuaţiei z? + x — (m + 1) sá se afle intre rádácinile ecua- 
ției mz? — 2x — 2 = 0, şi reciproc. 


Să se determine valorile parametrului m € R astfel ca tri- 
nomul | 

(m? — m — 2)2? — 2 (m? — m + 1) + m? —m — 9 

sá ia valori pozitive pentru orice x= real. 

Fie z,, x, rădăcinile ecuaţiei 3? + mx -+ 2 = 0. Notind, cu 
Sn = zt +28 (neN), să se arate că pentru orice n 


Sara (ma 1) Sasi + (n + 3) (S1 + Sa 4- ... Sn) + 
d m 4-4 O0. 
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32. 


33. 


35. 


42, 


Se consideră polinomul de două variabile P (x, y) = az? + 
+ 241914 + dsgy*. 

a) Sá se găsească o condiţie necesară si suficientă pentru ca 
P (z, y) sá păstreze semn constant in tot planul; 

b) Notind A, = ag, A¿= p a 
difie necesară şi suficientă ca P(x, y) > 0, xv 2, y, este 
A, > 0 si À, 0. 


sá se arate cá o con- 


ecd à i x? + 2x +3 
“e. |]: ncţie definită prin relaţia f(x) = ———————, 
Fie f: R, fune prin relaţia f(a) = == 
Să se găsească valoarea maximă şi minimă a funcţiei f pre- 
cum $i valorile variabilei x pentru care se realizează aceste 
extreme ale lui f (fără a folosi derivata). 


Să se determine valorile parametrului m e R, astfel ca ecu- 
atia (m — 1) xt — (m — 4)z? + 3m — 2 = 0, să aibă o ră- 
dăcină mai mică decît — 2 şi celelalte trei mai mari ca — 1. 


Sá se determine valorile parametrului m astfel ca ecuatia 
2mz* — (3m — 1)r? +4- m = 0 să admită o rădăcină pe in- 
tervalul ( — 1, 0) si o altă rădăcină pe intervalul (1, 2). Sá 
se arate cá în acest caz toate rădăcinile ecuaţiei date sînt 
reale. 


Să se afle parametrul m e R şi să se rezolve ecuaţiile urmă- 
toare ştiind că au două rădăcini opuse: 

213 -- mz? — 8x --4 — 0 
a — 23?-- mz; —2 = 0 
923 4+- z? —— 27z ++ m= 0: 
Sá se afle parametrul m Si apoi să se rezolve ecuaţiile de 
mai Jos, ştiind că acestea admit o rădăcină dublă. 
zP-ma?—3rz4-2—0 


à 


25 + 2+mx— 12 = 
323 + 702 + 5x + m= 0 - 


Sá se afle parametrul m si sá se rezolve ecuaţiile următoare 
ştiind că au două rădăcini inverse. 


2:3? + ma? + 3z —2 — 0 
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"M. 


24 


223? + 33? + mz 3 — 0 
313? — 43? — 17x + m= 0 
Sá se gáseascá o condifie necesará si suficientá pentru ca 
ecuaţia 23 + ar? + br 4- c — 0. să aibă o rădăcină dublă 


şi apoi să se rezolve. 
Să se rezolve ecuaţiile de mai jos știind că au rădăcini mul- 


. tiple: 


mi — 243-L5a?— 4r 4-0 
at — 5a? — 3a? + 172 — 10 = 0 
364 — 1243 — 112a? + 224 1=0. 


a*-- 508 + da? — 32 + 9=0 - x 
Sá se determine parametrul a, astfel ca ecuațiile de mai jos- 
să aibă rădăcini „multiple reale şi apoi sá se rezolve : 


dy szta=0 7 0005 = E 


a$-pa?—5z-d-a-0 


maur 22 q a? (a+ 2) + (a+ Aa m 0 e 
140 (E — d) — Qa — 1) a? 4- (L + dy a) i 
Să se determine parametrii necunoscuţi si apoi să se rezolve 


ecuaţiile de mai jos, știind că rădăcinile lor sînt în progresie 


aritmetică. 


pea nu — 5 = 0 


— Bat + ma? + na? -+ px — 22 = 0 
Sá se rezolve ecuaţiile - - EXE 
9233 — 1812 —x+10=0, 271% — 72a? + 332? + 32x 
—20=0 ^ l l 
ştiind că au rădăcini comune. 


Se dă ecuația 23 — 2ax?-- ac — 2 — 0 avind rădăcinile 


Ty Ta T3 şi funcţia f(x) = = = -si se cere: 


a) Valorile lui a astfel ca ft f (12) + f (23) = 3; 
b) Sá se rezolve ecuaţia dată pentru a determinat mai sus. 


E $ 
me 
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50. 


59, 


60. 


61. 


62. 


64. 


i5. 


66. 


Să se determine « si b pentru care sistemul: 


ryz? - z= b ^ 
a y? E z? — 4; are soluţie unică (a, b, x, y, ze R). 
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Să se găsească: valorile lui a pentru care sistemul: 


(22 + Dat (02 + 1 = | 
a + p + 22y = 1, admite cel puţin o soluţie reală 
pentru V be R. "EE à . ! - 


Sá se calculeze E — Vx, Te Ya dacă a, $i Za sint |rădăcinile 
ecuaţiei a? + pe+q=0 si p? — 49 > 0, D « 0 1 20. 


Sá se rezolve ecuaţiile : : 
Ha — 2s 721 O si i i — 72 +2 = 0 

stiind cá au rádácini comune. 

Să se rezolve ecuaţia 

2411 — 2023 + 622 4- llr—6=0. - 


-Să se rezolve ecuaţia 


25 + das — Gat + 813 — 282? + 100% + 350 = 0. 


ştiind că admite o rădăcină egală cu V2 4 i V3. 


Fie ecuaţia 2? — mx + 1 = O0 cu rădăcinile z,, z. 
Sá se formeze ecuaţia ale cărei rădăcini sînt 


Y; = i3 TA Y = T3 TA, A pum 


unde à = lge, 100 => leo, cd zi les 


4 


Să se rezolve ecuaţia 
(2 + ap ED? (ee |=0 


(mH O (e p 


sin z.- -* "sin x 


sá se rezolve ecuaţia (y2 ü 1) 2 + (a 1)? E. a. 


67. 


68. 


69. 


70. 


26 


Se dă polinomul P(x) = 2? —(y9 + 10 — 2)? + lx — 
— 3 Va —2 şi se cere: l 
a) Să se determine valorile lui a știind că suma rădăcinilor 


este egală cu produsul lor; 
b) Să se rezolve ecuația P(x) = 0 cu valorile lui a determi- 


nate de punctul a); 


c) Să se reprezinte grafic 


o (în cazul lui a determinat 


r— 
din condiţia a). 
Sá se rezolve ecuatia 
(x — a) (x — by e a? + b? > 


(x — a)? — (x — by a? — pi 

Fie trinomul de gradul al doilea 

y(z) = x? — (sin) a + cos a) z.d- = cos 2a cu 3 rádácinile 
Zi To Şİ se cere : 


hu. o 


Ty + Za 


a) Sá se arate cá 


b) Sá se determine « din condiția 


Sá se rezolve ecuafia 


a (2+ 2) -2 (1-5) = 6+ 1) 
x? x? zx 
si apoi sá se determine a, astfel incit o rădăcină a ecuaţiei 
să fie strict mai mică decit —. 
Se dă polinomul 
Pa (2) =(2—1+ i V3y -- (z — 1 — i y3y si se cere: 
a).Sá se rezolve ecuaţia Pg (x) = 0. 
b) Sá se afle toate rádácinile ecuatiei 
Py(x) 
(x—1-—i|/3) 


c) Sá se arate că rădăcinile ecuaţiei de la punctul b) pot 


fi puse sub forma x= V3 ctg a + 1. 


- 
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72, Pentru ce valori ale parametrului m, ecuaţia (m — 15) 2? — 
— 4mz -+ m — ô= 0 are o rădăcină sau ambele rădăcini 
mai mari ca 2. 


.73. Să se arate cá sistemul 


4 
X ayz; = 0, i=1,2, 3, 4, 
i—1 
0 i=j 
unde la = ls aj 


a;; fiind numere reale, admite numai solutia nulá 


dm Ta = tj = x= 0. 
74. Sá se rezolve sistemul 
pe + y3) — 13 (a? + y?) + 31 (£ + y) — 55 = 0 

zy = 2 


75. Se consideră ecuația 22 — g (m + 1) z -+ 2 (m — 1) = 0 


a) Sá se arate cá ecuafia are rádácini reale pentru orice 
m real; b) Sá se determine valorile lui m pentru care 


76. Să se găsească m, astfel ca rădăcinile ecuaţiei sá fie toate 
reale. 
V 2 Da +1 L9 2 
m 4; (m — 1) -+ 1 — m + y (m —1)2? — (m + 2)x + 
ym — 2= YEm— 1) 42 — 3z —1.: 

Sá se rezolve ecuatia | | 

Fr 
2x + 2 


~] 
mt 
. 


| = 2r — 1, unde [u] este partea întreagă a lui u de- 


n — pentrun<u<n=>1 


finitá de [u] -| 
—n pentu—n<u<-—n>+1 


4. INECUATH SI SISTEME DE INECUATII 


A. Inecuafiile algebrice (ca si cele trigonometrice) constituie 
unul din capitolele care furnizeazá un mare numár de probleme 
prezente in probele de examene și concursuri. Acest fapt, dato- 


27 
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rat în egală măsură importanţei mari a acestui capitol in cadrul 
matematicii si dificultátilor de naturá logicá in rezolvarea proble- 
melor, impune necesitatea unei atenfii deosebite pentru proble- 
mele respective. Probleme de aceastá naturá apar atit in cadrul 
algebrei (si trigonometriei), cit si in cadrul celorlalte discipline 
matematice de concurs, cu referire specialá la problemele de ana- 
liză unde se cer determinate domeniile de definiţie ale funcţiilor, 
sau trebuie determinate semnele diferitelor expresii. ; 

Din capul- locului trebuie menţionată necesitatea unui studiu 
prealabil al inecuatiilor, care să stabilească domeniul de definiţie 
al tuturor funcţiilor care intră în relaţia de inegalitate. În acest 
studiu se.va tine seama de condiția ca ambii membri ai inecua- 
tiei să aparţină mulţimii numerelor reale (în mulţimea numerelor 
complexe nu sînt definite relaţii de ordine) pentru orice valori 
ale necunoscutelor unde căutăm soluţiile. 

O particularitate importantă a inecuatiilor, in raport cu ecu- 
atiile, o constituie faptul că soluţiile primelor sint, de regulă, mul- 
timi de numere care formează subintervale ale domeniilor de 
definiţie ale funcţiilor puse în relaţii de ordonare. . 2 

Fie de exemplu, de rezolvat inecuatia: ^^. io i 


1: ya— zr -+ yb —o «€ Va 4- b — 27. 


Pentru ca toţi termenii aflali in această inecuafie să - 


aparţină lui R, este necesar ca: 
a— zr > 0, b=x 20, a+b—2x>0, adicá c <A; 


E a+ b en ; : s | s 
r «55 r« E „ adică domeniul in care căutăm soluţiile 


inecuafiei date va îi-D = (— o0, A] Z R, unde A = min] 


T 
i a, b, ] 
E xf 


În D ambii membri ai inecualiei sînt pozitivi, deci soluțiile 
inecuatiei date sînt şi soluţiile inecualiei obţinute prin ri- 
dicarea la pátrat. as 
(a — x) + (b —2)4- 2 (a —x) (b — x) < a+ b—2%, 
adicá | 
| Vía — 2) (b — 2) « 0. 


“Această ultimă inecuatie nu poate [i satisfăcută strict, in- 
trucît primul membru este nenegativ. Atunci soluţia el va 
fica dacă a <b, sau b dacă b <a. | 


` 
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Fie acum, ea alt exemplu, de rezolvat inecuația : 


V3 = gi — 2 > a. 
În primul rînd, din motivele arătate mai sus, trebuie sá cău- 
tăm soluţia fageua lel date pe multimea D definitá de 


8 "a? > 0 
Lis —a?20 


adică D= [— 2V3 VINI 55] = [-2 Fyz. 2 12]. 


Inecuatia datá o punen: sub forma echivalentá 


VS— a? E z +25 — 12, 


Să examinăm membrul drept. al acestei inecuatii. Pentru 


valorile pozitive din D ale Tui c, acest termen este evident 


pozitiv. Pentru valorile negative ale lui : ze D, valoarea mi- 


nimă a acestui termen este atinsă in z = — 2 y2, cáci ambii 
termeni- sint. crescători în acest. subinterval ; -această va- 
loare minimă. este însă pozitivă, astfel că membrul. drept 
al inecuatiei (a) este pozitiv peste tot in D. În aceste condiţii 


putem ridica inecuatia la pătrat, ceea ce conduce la: 
— 12 —17 3 > 204 V5 — 7 A De ua 


Această ultimă inecuatie nu poate fi adeváratá in D, — 


= [0, 2 V2], intrucit un număr pozitiv (membrul drept) nu 
poate fi inferior unuia strict negativ. 


Pentruze—D=| AY ŞI Valoarea minimă a mem- 
brului drept va fi —4y2 V17 < V544, iar cea maximă 
a primului membru este — 17, deci există, în principiu, 


posibilitatea de a exista soluţii ale inecuatiei. Pentru a găsi 


aceste soluţii vom împărți (b) cu x (bineînţeles schimbind: 


sensul inegalitátii) si, tinind seama cá acum ambii membrii 


ai inecuatiei obtinute vor fi pozitivi, vom ridica din nou 


ineeualia la pătrat, obţinînd: 


a^ — 342? --289 


x? 


< 100 — 4a? sau, (2? > 0) 


a — 66r? + 289 < 0, 
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| lgsz a 


ceea ce este imposibil, asa cum se poate vedea Ușor (332 — 
— 5,289 < 0). Deci inecuafia dată nu are soluţii. 
Analize analoage trebuie făcute în toate cazurile de ine- 


galitáti. 
B. PROBLEME PROPUSE 


Sá se rezolve inecuatiile : 


VES Vi Z5+ Vs Za 
(1 t 2) +21). 


>— 3 
aiea Ked 2) —— 


9x33 +29 


x— 1 2r — 3 
z2? — 1 | 
V13—a? 
a 223 
x? — 5r +4 


Vx —3) (2— x) < 2 + 3x 


2cr-—l1l 


— 


2x 1 
1 a 0 
B y3 z+ 1 
log 1 -— < 0 
y 1-7 


log? (22 — 22) > 1 
] x— 1 
EF Yyzs-4x—58 3 
9r —4 


x—2 


>0 


> 1 


(1853) (18543) (18,92) > 1 


E 8 į 
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18. 


19. 


20. 


21. 


25. 


30, 


183 


3 + 8/2. 
] ¿[|| >0 
er-s (+3) 


Sá se determine domeniul plan ale cárui puncte (x, y) satis- 
fac inegalitátile : 

lg; (lg 2) > 0 

lgz(lg x — 1) > 0. 


Să se afle toate numerele complexe de forma z = z + iy, 
cu x, YEZ, care satisfac inegalitatea : 
239 + 2 1 
Sie paras 
40 — 30i 


Sá se determine valorile lui a pentru care inecuatia 


2 


este adevărată pentru orice z de modul subunitar. 


Să se determine valorile lui a pentru care inecuatia 
ar? + (1 — &@)x—a > 0 / 

este satisfăcută de orice x e[ — 2,2]. 

Sá se rezolve inecuafiile urmátoare : 

gsin: nx a 3.4c0s nrc 8 "E. 2 


lg, (47 + 5-29 + 2) > 2. 
! 1 
gaz: +12 < P 


4x — 5 > 2t 
x— 2 2 


5 2241 4 GZH > 30 + 57 307 / 


lg z: 


1 - " | €—1 i 
E 18i 12 | 18173 


zi 
(ME e 
+ x 
6x? + 3x 2Y*-- 3 < r? 2V7+1 + 9r + 2N2 


| x3 4- 4x| + 3 
2+lo—5| 


lg,lg, 2 


» sr ut 


81 h 
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22. 15,2 gos? lata) cu Ae Rs. 
„Să se rezolve inecuaţiile : 
33. Jg (£ — 322) < 0 

(94. et- 368 —4 «0 


MEET STUDIUL ea 


A e meraiss: problema = asupra " polinoamelor. sint legate -de 
proprietățile de divizibilitate si de identificare. | 


În prima categorie de EE se utilizează - foarte adesea p 


identitatea împărțirii P (x) = Q (0):C (x) + R (2), unde gr P (2) 
> gr Q (2), şi gr Q (£) > er R (x), P (x) fiind polinomul deim- 


pártit, Qe) polinomul impártitor si R(x) polinomul rest. De | 


asemenea, in multe probleme referitoare la divizibilitate este 
de mare utilitate algoritmul lui Euclid de aflare a codivizorului 
maxim a două polinoame. În esență acest: algoritm constă in îm- 
pártirea polinoamelor unul la altul si apoi a impárftitorului la rest 


pînă cînd împărţirea se face exact; ultimul impártitor cu care 


împărţirea se face exact este cel mai mare divizor comun al poli- 
noamelor cu care s-a început algoritmul. 

În a doua categorie de probleme se utilizează în special defi- 
niția egalităţii polinoamelor (egalitatea tuturor coeficienţilor) 
de.unde se deduce şi teorema rădăcinilor conjugate (irațional sau 
complex). 


În acest paragraf Dolinoaiele sint date peste Q (adicá coefi- 
cientii sînt numere raționale. 


B. PROBLEME PROPUSE 


1. Sá se ar Bia «cá i polinomul | * | 
P(x) = — nan+3 T (n FA 1) qn+2 — (n +. 2) za — (n + 1) zh 3 
+ 224 22+ 1 este divizibil cu (2? Estee |. 5i. 7 
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Să se arate că polinomul : 
P(x) = AEA 1)z2232 — 2 (n — 1)x?"*1 — (2n + 
+ 1294 2nz?"-1(g — 1) este divizibil cu (x? — 1}. 


Sá se arate cá polinomul 
P(x) = aae aans 4d- pnl — A rwn qntz 
este divizibil cu zx? + x + 


Să se arate că polinomul. 
Play Ke + 135 at e 
este divizibil cu 2? + E: +1. 


SH se demonstreze că polinomul 
este divizibil cu” qi + 1 pentru orice m, n te N. Să se 
determine cîtul acestei diviziuni. 


Să se arate. că polinomul: i a | 
P(x) = xu (v — 6) + 5r” a d r — Sy — 22 4 9x? — 


= ine == Hz =: 6 este divizibil. cu T3 — da? TE: E + 6. 


Sá se determine +) si u, astfel ca polinoamele - = 


Pio). ză — Ar — pa? + 2 —3 si E 
Q(r)-—2*— 323r 0 — -r-—6- : > 


sá admitá drept codivizor. maxim un polinom T gradul 
al doilea. 


Sá se arate cá polinomul : EA 
Praa) (2 E E Dar "e E ys TS hers 


este divizibil cuna yr z} — ey — 


Să se găsească O conditie necesará Şi suficientă pentru ca. 


i" — a” sá se dividă cu z? —a"(m, ne N). 
Sá se descompuná in factori inductibili peste. Q urmátoarelo 
polinoame : A 


a +2 4- ba^ -- 4x + "s 

81? + Aa — 102? — a? 4x —1 

2% +- 423 — 2627 - — 607 + 225. 

Se dá polinomul Po): = (+ ¿+ (z — iy". 


a) Sá se calculeze P(1) si sá se arate că această expresie 


T 


ia numai patru valori diferite de zero cînd ne; 
P(z : 
(z) 0: 


(z—i) n 


b) Să se rezolve ecuaţia 
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15. 


E 16. 


Laz. 


18. 


19. 


20. 


21. 


34 


c) Sá se arate cà rádácinile lui P(z) pot fi puse sub forma 
Zy = ctg aj, unde az sint arce cuprinse între O si 2x. 
d) Să se transforme în produs expresia 1 + 24 + zg -+ zj. 


Sá se arate cá polinomul 

P(x) = x (z^ — nati) + an — 1) este divizibil în (£z —ak, 
Să se găsească o condiţie necesară și suficientă ca P (z, y, z) = 
= a9-Ly?-- 2 + kayz să se dividá cu t- y -+z 


Să se studieze divizibilitatea polinomului 

P (x) = 210 4 23101 + giet i 41099 (a, b, c deN), cu 
a? 4- a? 4- x 4- 1. : | | 

Pentru ce valori ale parametrilor p si q, binomul zt + 1 
este divizibil cu z? + pr + q. 


Fie 2, = 1, Za, T3.. m rădăcinile polinomului P(x) = an —1 
3E n z 
Sá se arate cá II (1 —zp)į= n. 
k=2 2 


Fie zy 25...25 rădăcinile polinomului 
mn 


P(a) = 2 pk 


Sá se calculezegexpresia : 
RT 


S E Ami 


Sá se arate cá dacă dp E — 1...n) sint rádácinile polinomului 
Pla) = a^ - py . - Pn- y TH pa; (pi € R), 


atunci: 


A G d 27) —Hli— Pa + Pa: > q + (pi — Pa + Ps »- JH 


Sá se găsească o condiţie necesară gi suficientă pentru ca ecua- 


file: ` 
E 2 + pz + q-—0 


+ paz + qı = O să aibă o rădăcină comună. 
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23. 


24. 
25, 


7. 9. 


i71 Dez) | 
k-1 
kzi 
30. Să se arate că orice polinom P(x) de gradul n poate fi re- 
^ prezentat sub forma: 
P(z) =EP(0) + 2 A P(0) + MI A? P(0) + .. -+ 
ARE e 
+87 Hul n+ 1) A^ P(0) 
. ON n x 
si sá se găsească expresiile mărimilor A*P(0). 
4 — Ghia de pregátire la niid ! i a: à 35 | 


Sá se güseascá o condiţie pentru ca polinomul 
Pe) = (2? — m) (a + zy ai; (a, me R,) 


să aibă toate rădăcinile reale si in această condiţie să se 
determine numărul rădăcinilor pozitive și negative. ' 


Să se găsească rădăcinile ecuației 


a+ pa? + qu r= 0, dacă: 
a) 27 = Totg; 
b) Dd, = Ya + 3s 
Să se cia coeficientul lui 2*5 f polinoamele : 


P(z) = » Ura 
P(x) = [( —2) i nz— H] Drs 


P(z) =! ( y ^d (—1* ak), 


: PT x (+ zem i [ 5 + 12 


Sá se » găsească estul impártirit polinomului 


P(x) (gr P(x) > 3) cu (x — 2) (£ — 25) (1 — T.) dacá Testul | 


împărțirii lui P(r) cu z—a, este r,, cu xz — Ta este 'r, 
si cu T— Tz este r4. - 


Sá se arate cá dacă gr P(x) <m—2 si z; (i = bs .n) sint 
numere arbitrare diferite între ele, atunci avem 
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Se dá polinomul: P(x) = zi — 82? — 181? ++ mx — 175 care 
are rădăcinile zj, lp, tp v, şi se cere: 
a) sá se afle m dacă x? -+ xj = 23 +a si apoi sá se rezolve 


„ecuația (P2)= 0; 
b) Să se formeze ecuaţia Q(y) = 0 care are ca rădăcini 


inversele rădăcinilor ecuaţiei P(x) = 0. 


6. PROBLEME REFERITOARE LA NUMERE 
- ANALIZA COMBINATORIE 


A. În acest paragraf sint reunite probleme diverse privind . 
proprietăţi ale numerelor din diferite mulţimi (naturale, întregi, ` 


reale complexe). Astfel, se propun probleme referitoare la divi- 
zibilitate, la proprietăţile numerelor complexe, la, logaritmii 


numerelor etc. Metodele utilizate in aceste probleme au un carac- . 
ter mai specific, unele din ele ajungind sá poată fi considerate ca - - 


nestandard, deci implicind dificultáti de naturá logicá mai mari. 


Ow. 


B. PROBLEME PROPUSE — = 0” 


Să se arate cá. 


9-4 ys. + Nox aye 5 eZ 


Sá sé gáseasci valorile întregi ale lui r pentru care expresia 


E = 218 4- 2% 4. 218% este pătrat perfect. 


Să se găsească cel mai mare număr întreg x, astfel ca ex- 


presia E = 4?? -- 410% 14% să fie pătrat perfect. 

Sá se arate cá pentru orice n eN éXpresia (y2 — 1)* puate 
fi pusá sub forma Vm + Ym—1- cu me N. 

Să se calculeze sumele : | 

So = C} + CIR CB E... $,— Ch + CF C+... 

8 = CLE GE ibis S, Os Gt +. 


" m „i 


Axes 
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| 9. 


C E rA 


| 


Sá se calculeze : 


1975 
Y l1 (2 unde N = 19751 
lg N 


k=2 
Sá se calculeze 1g,418 cînd se cunoaște 18, 54 = a. 


Sá se puná sub formā trigonometricá următoarele numere 
complexe : 


1-+iy3; 1—i V3; 24 ai i V3; CEL iG 2 
BEA S ur c ful ie + sin a + 
Ei. C08 e. 


Sá se determine valorile. lui T- E y pentru care” 
£j = 32 +29 + 1 ERI 6j —3) si. 
Z= 22 + dy —2—i (3r YH 2): 


- - sint. unul conjugatul celuilalt. E E = p E 
Pentru ce: -valori ale- Tai: X- si Y nagore n pre. 
z = 5 P 1488, 2% = 4% + yo 0 sint complex Suee? 


Sá se arate cá numárul 


E-—11€6?pEEeT e divizibil cu 133, pentru. orice EN. 


Să se arate că expresia. - ie de 
E = 1299/14 18201 „este „divizibilă cu 157, pentru orice 


-nEN, 


Sá se arate cá numărul ET l 
E = 511 4 dh T 9m. este divizibil cu At pentru orice 
neN. 


Se dá numărul z — 0, (10) scris în baza 3 si se cere trans- 
crierea lui în baza 2. : 


Care sînt ultimele ii cifre es numărului 1go din baza 10 
atunci cînd e Wranscris in baza d 


Să se arate că D 
Pix d Eu: zen 
AU CEN F pay 7 inis ae "EUM. = — i 
12n— 1)! 31(2n—-3)! T. | i (2n — 1)! *11 (2n)! 
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19. 


20. 


21. 


24. 


25. 


38 


Fie obiectele aj;; marcate de indicii i, j si k luind valorile 
1, 2 si 3. Sá se arate cite asemenea obiecte diferite sint in 
cazul general şi atunci cînd 

a) lijk = Qjik = kj = Qkji = akii = = (jki (complet simetrice) 
b) dije = ji = Akij = — ikj,— — jik = — akji (complet 
antisimetrice). 

În cazul (b) sá se arate gi cite obiecte au modulul diferit. 
Fie obiectele Cj; marcate din indicii i, j, r, s care iau va- 
lorile 1, 2, 3. Aceste obiecte satisfac relațiile de simetrie 


+ CIj = Cii = G} x05 
Sá se determine numárdi sotectslór Cij diferite intre ele. 


Fie obiectele Rj;j;; marcate de indicii i, j, k, l care iau valo- 


“rile 1, 2, 3. Aceste obiecte satisfac relatiile : 


Rijki = Bk; , Rijki = — Rijkt 5 > Rijik = Rçķtij 
Se cere să se afle cîte asemenea obiecte diferite ca modul 
şi diferite de zero există. 


Să se arate că 


(—1)k-1 Ck n . 
— k +1 * n41 


+ 


Sá se arate că 


Y a că (n — ky = | 0 dacá m « n 


K-0 m! dacă nn 


Sá se arate cá 


Şe = Chs + 2 (Ch + Cii H.. 0) = Ché, +2 Y CÈ 


k=1 k=2 


Sá se arate cá ia orice a, b, ce R, avem a - b+ cz 


A corem yA A QA 
> Yan pnev + Alan prom + Vaz bm en, 
unde s = m + n + p. | ; 
Sá se arate cá dacă pi + qi = 1 (i = 1,2,...n) atunci 
n » 
X Pi qi = npq — E (py — ph, 


à 
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29. 


32, 


1 n 
unde p — — Y pe; == - y (i. 


n i1 liZ 


Să se demonstreze relațiile 


A E SH 
WR 

Y 428/50 MEA: 
(Ve Ji Vie VE 
l 5 5 
i 1 fri+ y5 \t (i-ysy 
e e da 


Să se arate că 
a) Un = Un + Un— 
b) ugs, = Un + Ub 
Sá se arate că 


Basis - - an = F d ur 


Mat 1842 x "Han T 


Se dá o progresie aritmetică (ap! si una geometrică [54], 


formate din numere pozitive şi a, = b,; a, = ba. 
Sá se arate că a, < bn M. n > 2. / 
Patru numere pozitive formeazá o progresie aritmeticá. 
Produsul primului numár cu al patrulea este egal cu rá- 
dácina ecuatiei = 

E too] 


BE n 


iar suma pátratelor termenilor al doilea si al treilea este cu 
29 mai mare decit numárul care reprezintá rangul terme- 
nului independent de y din dezvoltarea binomului : - 


a 


yi ov yrf 10 
E 
Ly" - +1 


Sá se determine aceste patru numere. 


Sá se scrie sub formá condensată "sumele 


39. 
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" - 
ES 
E 


S= It 43-27 EF. -bEnlq?--n 4-1 - 
SRM EAT + = 


21 3! n : (n 4- 1)! 


33. Fie di (a. «y Uns... Un gir de numere pozitive in progresie 
geometrică crescătoare, iar p un număr natural. 
a) Să se arate că raportul sumelor 


att 
d) + 41... ag +09 .- E CE 

i 1 1 | : 
02 — a1 as — Uy = pp “n 


nu depinde de n. > 
b) Sá se determine ratia progresiei. date, astfel ca 


. da - E 4 
ano + (aa B, f- = 


c) Sá se calculeze lim Sa. plo c a 2 
n= : E d NOA ME M 


” . Sá se calculeze lim R7. 
Sn n- 


d) Fie R, = 


STRUCTURI ALGEBRICE. ALGEBRĂ LINIARĂ 


A. Problemele din acest domeniu, care se propun la concursuri 
nu se îndepărtează, de regulă, prea mult de la definiţii, axiome 
și teoreme, astfel încît o bună cunoaştere a acestor elemente, pri- 
vind structurile abstracte ale algebrei, sînt suficiente (în condi- 
fille unei abilităţi calculatorii corespunzătoare) pentru solulio- 
narea lur. 


- 


B. PROBLEME PROPUSE 


L Fie un grup (G,-«*) cu proprietatea: V. a, beG, (ax b = 
= d? D, | 
Sá se arate cá acest grup e comutativ. 

9.78. se studieze comutativitatea unui grup (G, *) în care 


(a * by = a3 + b’. 


CE Scanned with OKEN Scanner 


3. 


16. 


dE Qa) — ra; D x 


in inultimea ze a perechilor ordonate (a, b) ile numere intregi 


se definesc operatiile * si O, astfel ca: 


(a,b) * (0,b)= (a+ a, b+ b); 
(a,b) O (a ,0).= (ad, 0). 


Să se arale că (Z?, =, O) este un inel comutativ. 

Notind cu Z/(k) mulțimea claselor de resturi modulo 5 şi cu 
[1], [2] clasele de echivalență cu 1, Bs... (mod. k) să se arate 
că [0], [3], [6] si [9] ale inelului 7/09). formează un subinel 
al lui Z/(12). S se scrie tabelele adunării si inmultirii si sá 


“se verifice cá acest subinel este izomorf in Zl (4). 


Sá se descompună în factori prm in ZG) polinoamele deti- 
nite pe Z/(5) : m EE 


Pi) =P 4 217 + E TR z : : o z aa 
= E e 


“Să se afle- cel mai mare > divi izor comun in ZI al ip aie e 


“Plaja 2 32 42 ula 


: Ra) = 22 43 EN | 
Să se determine care din polinoamele inta toare: sint prime 
in corpurile indicate. Cele c care nu sint pone să se db en à 


in factori. - A Ea 


2 pr + 1 definit pe : 4), zi): si Z6). 


d$ 4- y 2-4 definit pe ZI (2); AZ) si- zia). 


Sà se rezolve in Z/() v următoarele sisteme de ecuaţii delinite 
pe Z/(5) : us : 
5 + 3y = 4 EE 
(3r + y —2 
«e ic Bi A 
2x + 3y + E = min 
ox =|- y d- 32 == i 


Fie C[r] mullimea polinoamelur de variabilă x definite pe 
corpul arbitrar de numere C. Prin definiție, două polinoame 


f(x), g(x) e C [v] sint congruente (sau echiv valente) modulo 


- 


E A A a qi 
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s(x) (s(x) e C [x]) scriind f(z) = g(x) (mod. s(x)) dacă şi numai 
dacă f(x) — g(x) = Mx) s(x) cu h(x) e C[z]. Clasa de poli- 
noame din C [x], congruente cu f(x) o vom nota cu [/(2)]. Să 
se arate că mulţimea claselor de echivalență modulo s(x) este 
inel comutativ cu unitate față de operaţiile: | 


(4) [fé] + [g(9)] = If) + 9(2)] ; 
(M) [Algo] = If) g)]. 


Notind cu C[z]/(s(2)) inelul din problema precedentá, sá se 


„arate că acest inel este corp dacă si numai dacă s(x) este prim . 


peste corpul C. 


Utilizind notatile din ecuaţiile precedente, fie C= R si 
s(x) = x? 4 1. Sá se arate că R[z]/(? + 1) este izomorf cu 
mulţimea numerelor complexe C. 


„Considerăm mulțimea I = fu, v, w, î cu operaţiile: 


* u V w l o u v w i 
ANS PUES i E Pat lala 
Et oem em pes PE PIE LZ 
"ww pui allan 
TS UUE VUE pu NEP 


a) Sá se arate cá aceastá multime are structura de inel fatá 
de operaţiile „+“ si O. 

b) Sá se determine opusele elementelor din I. 

Se considerá inelul din exercitiul precedent: Sá se studieze 

variaţia polinomului P(x) = w Ọ zê «v peste T (1? = x O 2). 

Să se rezolve ecuaţia va? + w = u în inelul definit în proble- 

ma (15). (înmulţirea O şi adunarea + sînt notate obişnuit). 

m. a, G dec) este 

ez +d 

grup față de operaţia de compunere a funcţiilor. 


Sá se studieze structura mulţimii E = {a + b y3; a, beQ) 
înzestrată cu operaţiile : 


Să se arate că mulţimea F = 
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(a, + b, V3) 0 (a, + by V3) = a, + a4 —1 + (b, + ba + 1)V3; 


(a + b V3) o (as + b, y3) = Ag + 3b,b, + (aib + azb,)V3. 


Să se arate că matricea B = LAL are proprietatea S(B) = 
= S(A), unde S(A) = a, «i2 des + «ciann iar 
Cu (op . 9 Gn lii lig . .. Lin 
FR laz Aog ++. (an L= la las slm , det-É a6 
Qni Ano ... Ann l ly Ing... Inn 
Sá se rezolve si să se discute sistemul de ecuaţii 
Y, — Ly — £g — 32%, + dy — 1 
.— T + 22, + 225 + 2z, + 235 = 0 
— 22, + 5%, — 4r, + 9x4 + 7x5 = 2. 
Să considerăm inelul M, al matricelor pătrate de ordinul 2 


cu elementele numere complexe, fatá de operatiile obignuite 
de adunarea si înmulţirea matricilor. Dată matricea M e M, 


= cuz ; 
“Să se arate cá o condiție necesară si suficientá pentru ca 
matricea i i | 
X y 
H-— 7 
zd 


să satisfacă relaţia M B = BM, este ca să existe un număr k, 
astfel ca y = kg; z= ky, zx —t— ka — 3). 

Sá se demonstreze cá multimea matricilor B din problema 
precedentá, care permutá cu M, formeazá un inel. 

Să se studieze, compatibilitatea următorului sistem de ecuaţii 
si, în caz de compatibilitate, să se rezolve: 


jo U sh A 18x 
te ayee t tsa 
zh vit ad t= ga? 
zd ytt at= a 


Fie X o mulțime înzestrată cu o lege de compoziție asociativă, 


notată multiplicativ si e elementul neutru. 


43 
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a) Să se hrate că faţă de legea de compoziţie dată, mulţimea 
Y C. X, avînd un simetric, este grup; ; 


b) Sá se arate că mulțimea AC X a elementelor care co- 
mută cu un element dat a, (ax = xa) este închisă, adică 
VazeA,yeA >2y€ A, si cà intersecția ia A N Y este un 
subgrup al lui Y. 

Să se găsească numărul de inversiuni al permutării 


ly ddr: Ms EME wa 
-( 3,5, woes]: O srt e 


Dintre toate permutările întregilor 1, 2,...n care este per- 
mutarea cu numárul maxim de. inversiuni ? 


„Fie R mulţimea numerelor reale si 


EXYXC SV [dtp xc 
hi si RR no = ERES E WO 
si 145) = ESSA | => E 


_Să se arate cá M = fas fa» fo} este grup faţă de operaţia de 
„compunere a functiilor. (Acţiunea celor trei funcţii se consideră 
pe intersecţia domeniilor lor “de definiţie) si că acest grup 


- este izomori cu- grupul multiplicativ al rădăcinilor. cubice 


ale unităţii. ETT | ; . 
Sá se arate cá multimea 


iu l0 A 
Mi =-|=—.a-=1 a E E aeR 


E ta. | 
| ze E e | 


Ele un grup multiplicativ. izomorf cu grupul aditiv al nume- 
relor reale. 


Fie (G,, + ) gi (Go, 4 -) două gr upuri abeliene. Pe multimea 
G X G, se defineşte operația pt“. 


M La), (Yi Y») e G, ^ G, = (Y, 22) * (i. va = (4, + 
He] Ya La + 1 Ya). 


Sá se arate cà, in raport cu această operație, mullimea G, X Gs 


este grup abelian, 
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34, Sá se arate că mulţimea 


A . u b 
E ¿ | == AÑ == m H 


este grup multiplicaliv izomorf cu grupul multiplicativ 


Q(V3) = (a Mb V3; a, be QL 


4. be o) 


S. PROBLEME DE CONCURS 


Ñ. Se consideră. polinomul . - AE i 
| f) e zi — 204 10204 d edt 


a) Sá se determine A astfel ca polinomul să admită o  rădā- 
„cină “dublă diferită de- A sau mda A 


b) Să-s se calculeze expresia um p 


unde X si E siut sidieinile e complexe ale:  polinomului. 


j (Electrotehnică, Craiova, -1966; 


Sá se calculeze a? + y”, unde: -: = 
pla. T . 
yc —-—-d-i—; ccpb erp. ne EN. 
2 - Eh y: 


3. a) Să se arate cá pentru orice a= 1 —— b; (b 3 0, a, P e R.) 
şi numărul natural n z 2, are loc inegalitatea | 


ais. 
qa MAD pr 


b) Sá se arate, fologind rezultatul de la a), că pentru orice 
număr natural n > 2, avem : 


2: yn 
Un APR - ln 
VON l 


(Matematică, Craiova, 1967) - 
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Sá se rezolve sistemul : 


în pd a t-r lihe ha aa 
os de VA y3 + v2) 


t y 
Loi E V6— y3 + 12) 


(Electrotehnicá, Craiova, 1968) 


Se consideră funcția à 
co =P 2 
a) Să s se arate cá fo) are'o rădăcină realá fr si douá rádácini 


complexe 23, Tz; 
b) Sá se determine trinomul 


Pg(x) = az? + bz-+ c 
aşa fel ca sá avem 
gay) = == Ey 9 > g) s as qns) : = Ta ; I 


c) Notînd h(x) ='y(g(x)) sá se arate că ecuaţia h(x) - — r= 0 
admite ca rădăcini pe z,, Ta, T3 ; | 

d) Sá se arate cá h(r) — x e divizibilá prin f(x) şi sá se de- 
termine cîtul. 


^ 


(Matematicá, Craiova, 1969) 


Să se separe rădăcinile reale ale ecuaţiei 


239 — 32? + 6a(1 — aja + 4d? + 1 = 
in functie de valorile lui a e R. 


(Electrotehnică, Craiova, 1970) 


Să se determine trei numere pozitive, în progresie aritmetică 
astfel ca suma patratelor lor să fie 35 şi adáugind 1 la primul 


număr și la al doilea si 3 la al treilea, cele trei numere obti- - 
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LI] 


nute să fie în progresie geometrică; Știind că cele trei numere 
ce se cer a fi determinate sînt rădăcini ale polinomului. 


P(x) = 13, — 0z* + 2422 + mal + nz + p. 
Sá se determine m, n, p şi să se rezolve ecuaţia P(x) = 
| (Matematică, Craiova, 1971) 


Sü' se rezolve ecuaţia 


1 + dg, — = 


= (lglg — 1) 12:10, unde n este natural. 


Ñ 


Cite rădăcini are ecuația pentru. un n „dat? 


(Fizică, Craiova, 1971) 


c 


Sà se determine lla reale. ale parametrului a HERO care 


in uu 


+ ar—2- 


3 Z2 
el 


- Dae - 
este satisfăcută oricate ar fi x. 


Se dă ecuaţia 225 + 3x4 — 5x8 — 5r? + 92 + 2 = 0. 
a) Sá se arate că dacă ecuația admite ca rădăcină pe a, 


I: 
atunci ea admite si rádácina — 
E 
b) Să se rezolve ecuaţia dată. 


(Electrotehnică, Automatică, ERE ci 
Craiova, 1971) 


Să se rezolve sistemul: 


al + (004 =26 | SN 


22 + y= 5(8a — 5y) 


(St, Economice, Craiova, 1971) 


12. Fie ecuatia 


4T. 


N 
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a) 


b) 


S 


S& se rezolve Smati: : 
Pentru ce valori ale lui « rádácina écuatiei este numár 
întreg. 


(Șt. Economice, Craiova, 1971) 


consideră trinomul 


4? — 2x cosa cos b + cos? b — sin? a cu a, be R. 
Sá se arate cá trinomul are rádácini reale pentru orice 


d; DER; 


Sá se ola ecuatia 


Pentru ce valori ale lui a- şi b, avem x? 2 n2 dacá 3 Si Lo 
sînt rădăcinile trinomului. Os : zd 


Ss Şt Pon E 197 74) 


Sá se formeze ta de gradul al doilea cu ON 
reali pentru care : 


e = 041 sin 4; (a, gems 


Sá se găsească: valorile lui a pentr u- care lI 


e pd — = 2. (Se va discuta | in a C). 


(Ec. Agriculturii, Craiova, 1971) 


metas sistemul: 


p sin a (1 +s sin a= y cos? a 
a ti y = sin q'— ¿E ; 


Sá se rezolve sistemul ; 
Sá se formeze o Statie de gradul al doilea ale cărei rădă- 
cini sínt valorile z, y obtinute la punctul a; 
Sá se determine a e [0, 2 x], astfel ca 
8ry < sin a. 
(Ec. Agriculturii, 1970) 
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Se consideră trinomul z? -++ mx + m? — 1, meR si se cere 
sá se determine valorile lui m pentru care rădăcinile lui sint 
cuprinse íntre O si 2. 


(Matematicá, Sectia seralá, Craiova, 1971). 


Se considerá sistemul 


TES 


y 

1 é 
Le 
MH 


ER 


dos 
Y 


. a) Sá se rezolve sistemul; ues ccr : 


b) Fie (7,,.:y,) si. (Tz i cu zi «T solutiile sistemului. 
Se formează două progresii aritmetice care au primii termeni 
respectiv. 7, Y, Si Ta, Ya. Dacă S,(n) si S,(n) sînt sumele 
primilor n termeni ai celor două progresii, să se determine 
valorile lui n | pentru care S (n) S,(n) > 0. 


, (Matematică, Sectia fárá OE 
Craiova, 1971). 


Fie ecuaţia a3 — px + q =0. Stiind cá p — 12,8 4 + 3- 1g,16 + 


+2 lg, 2, să se determine q + 0, astfel ca Lita = — 9, unde 


T, Za T3 sint rădăcinile ecuației date. Să se rezolve apoi 
ecuaţia. - | E 
Se dă ecuaţia 


(p? 3-4p +3) - Ex - 2a?) +26 +5p > 4 2— 5p? A 2p—- 5= 


si se cer valorile lui p astiel ca ecuaţia să admită soluţii în 


>: 


intervalul [— 1,1]. .  - | s 


(Fizică, Craiova; 1971). 


20. Sá se arate cá 


' 1 ] ve 1 1 


— 
= 


lg,'a lga lg, a ^ 185 a 18120 a 


(Electrotehnică, | subingineri, 


Craiova, 1971). 
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Se considerá ecuatia 
(m — 1)z? — m?z + mī + 1 si se cere: 
| 
a) să se rezolve ; 
b) să se determine valorile lui m pentru care rădăcinile z,, za 
ale ecuaţiei satisfac inegalitatea 
Lu | 


(Șt. Economice, Secţia serală, Craiova, 1971 


Se dă ecuaţia 
2 — 2(2 + cos ar + 2 = 0 şi se cere: 
a) pent - ce valori ale lui a rădăcinile Spire satisfac re- 


latia- x? + 242.5; 
b) Sá se formeze ecuafia care are rădăcinile 
1 
— r 
2 . 


1 
p zt UP 


(St. Economice, Secţia serală, Craiova, 1971).. 


Se dă trinomul y = a? + 6x cos a — 4 cos a, a e R gi se cere: 
a) sá se,afle a, astfel ca x? -+ 23 = 5, unde 2,, za sint rădă- 
cinile ecuatiei y — 0; 


b) Sá se arate cá dacá avem 1 — 28 cos a « 0, atunci ecuatia 
y = 0 are rădăcini reale. 


(St. Economice, Sectia seralá, Craiova, 1971). 


Se dă sistemul de ecuaţii 
| z sna+2 


y, sin a—2 
4 sin a a 
aa AL al 2 vi, 
sin? a — 4 


Si se cere: 
3) sá se rezolve sistemul ; 
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(Electrotehnicá, Craiova, 1971) 


dă ecuaţia m??— m(3x -+ 1) — (1? 324 1) =0, 
R şi se cere: 
| ) Să se determine valorile lui m astfel ca O rădăcină să fie 


pozitivă şi una negativă; 
Să se determine valorile lui m pentru care rădăcinile 


y b. i | 

[verifică relaţia 2, -+ 29 — 1; 
5 “Pentru ce valori ale lui m ecualia are rădăcini complexe ; 
d) Să se formeze ecuaţia care admite rădăcinile 


— unde z,, z sint rădăcinile determinate la punctul b). 


(Electrotehnicá, subingineri, Craiova, 1971). 
1 d | E ax? + bz? + cz + d — 0 si se cere: 


ca f rădăcinile Xy Za z ale acestei ecuaţii să se verifice 

elatia x? + 12 + 12 — r3, = l; 

Să se _ determine etia P(a) = 0 pe care trebuie s-0 sa- 
acá a c e. á de condiția de la punctul a) coeli- 


f elatiile d = 0%, c— Misa == 2r. 
Je ÉS x (St. pus Craiova, 1972). 


ecuaţia a? — 2 (cos a—1)r+ co? a 1=0, ce 
Tu şi se cere: 

Sá se discute naturá rádácinilor ecualiei in functie de 
ra ametrul EA RS ES 5 
! se găse: că valoarea parametrului a, astfel incil suma 
idaciior ecuației d date să fie maximă si sá se precizeze 
stă valoare maximă. 

i se gisească | valoarea lui a pentru care: 


MECA 


Iso Pw ! Aram, - 
(Şt. Econo Craiova, 1972). 


Fie ecuația mat — 30m + de + din + 2) 0 meR si se 


| se determine relaţia dintre coeficienţii a, b, c, d, asa fel 
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~ A 
A D apa $ 
LA E E, a E I 
! e si .. AY - 
^r ! E TT A 
3 A > > — — —— — e -— y ei 
d , mw oic 7 i 
P $9 Di e Aa. X dat v P vp P s + — 4 v. ES 72 Dă + 3 - 
DD ©. » Des + " LEI au En A p E - P 
P 453 MA 
TAE 4 PRAES = E 3 E 
— à — > VUE AA e — E - 
P a LA ED ES TADA ——d4.-932-- 2 æ - s 


35. 


36. 


38. 


54 


Se dau polinoamele : 
D(a) = 0 — 70% -|- (92 -I- aa? dba +- c 
Q(x) = a? — Ja? — Ox 4- m şi se cere: 


a) Să se determine m şi sá se rezolve ecuaţia Q (x) = 0, astfel 


a rădăcinile a Y ta ale lui Q(x) sá fie in relatia 


P T, -|- Uy š 
ly i; 
1) 


b) m fiind înlocuită cu valoarea aflată la punctul a), sá se 
determine a, b, c, astfel ca P(a) să fie divizibil cu Q(x) si 
să se afle citul P(x)/Q(2) = C(2) ; 

c) Să se arate că are loc relația o? — a^ -k a-i 3«p- 0, 
unde « si B sînt rădăcinile ecuației C(2). es 0; 


. (St. Economice, Craiova, 1972). 


Se dă polinomul `; : 
P(a)= (x + 1) + az + b -şi se cere : 
a) Sá se determine a si b, astfel ca P(x) sá lie divizibil 
cuts; | 


a 


b) Sá se particularizeze pentru n = A. 


m Re CLASE (St. “Economice, Craiova, 1972). 

Se consideră ecuaţia : 
3? — mr 2 = 0, me R; avînd rădăcinile 7, $i 2; si se cere : 
a) Sá se afle valorile lui m, astfel încît să fie salisfácutá 
relaţia . > 
TR 


b) Să se determine m, astfel ca ecuaţia dată să aibă cel puţin 
^o rădăcină cuprinsă între — 1 si 1. 


(St. Economice, Secția fără frecvență 
Craiova, 1972). l 


Sá se rezolve ecuația 


. 


— 
— 


z—a.,. e—b b. a 
+ 


b a q x—b 


` (Electrotehnică, subingineri, Craiova, 1972)- 


p 
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42. 
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Să se rezolve ecuaţia 2?*-1 — 2%-1,37 — 02 () 
| (Electrotehnică, Subingineri, Craiova, 1972). 


Se dă polinomul Pæ) = (x + i)" -+ (x — i)", unde n e număr 
natural şi se cere: 


x TOMBE 
a) Sá se rezolve ecuaţia sE 
(a — iji 
b) Să se arate că rădăcinile lui- P(x) pot fi puse sub forma 
-Tk = — ctg az, unde ay Sint unghiuri compuse între O 


si T » 

c) Sá se facá calculabilá prin le ituri expresia 
E = 1 tk zk Uf T ij, unde Th sint rádácinile calculate 
i b). 


e 


= (Matematică, Craiova, 1973). 
Se dă inccuatia. OR 


lg (r4- 1) > lg (622 — Ese cere | 


àj Sá se determine Selófile reale ale lui x- pentr u care am bit 


membrii au sens ; - E 


b) Să se. transforme toti logaritmii in az 9 Și să se rezolve 
inecuatia; : 


c) Să se determine soluţiile inecuafiei în cazul ear 


Sa G + D Ie: ao — ör +1), unde ae R}, —{1}. 
. (Fizică, Craiova, 1973). 
Se dă funcţia: y(x) — a? — 2 (sin a + cos a)x— (sin a -+ 
+ cos « + cos 2a), unde «e [0,2 x]:$i se cere : 
a) Sá se determine valorile lui « pentru care ecuația y(x) = 0 
are rádácini reale ; | 
b) Pentru ce valori ale lui « funcţia de gradul al doilea y(x) 
își atinge valoarea maximă în punctul de abscisă x = y2; ; 
c) Pentru ce valori ale parametrului a, ecuația y(x) = 0 
are rădăcini reale si de semne contrare. 


: (Fizică, Craiova, 1973). 


În m ultimea numerelor reale se consideră legile de compoziţie 


| b 
b— abad b asb--——. 
a ©b= a:b + a- a + ET 


CE Scanned with OKEN Scanner 


Li 
1 
| 
i 


N 
Di 
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a) Sá se arate că legile sint asociative 

b) Să se cerceteze dacă cele două operaţii admit element 
neutru ; | 

c) Sá se găsească două clemente z şi y care verifică relaţiile 


oO [-=0 
2 

MEE y — == e 
3 

(Fizicá-Chimie, Craiova, 1972y 


X44. Se dá polinomul P(x) = = v? — 6x? + mx + n unde m si n 
sint numere reale, si se cere: 
a) Să se determine m si n pentru care restul împărţirii lui 
P(x) la v 4-1 este egal cu —24, iar restul împărțirii la 
z-+ 2 este egal cu 60; 
b) Pentru valorile lui m şi n găsite, să se rezolve ecuaţia 
Pe). m0. - T 
(Chimie, Subingineri, Craiova, 1973). 
x45. Se dá ecuaţia 233 — 23? + 3r — 1 = 0 avînd rădăcinile 
Lu d Ma DESEO ciro: 
a) Sá se formeze ecuatia de gradul al treilea care are | Tádà- 
cinile 


i : X3 TF X3 TX, xi Fz 5 
—. y = y = 2, pg; 
E Y] Ya *3 


- b) Sá se aproximeze cu oui zecimale rădăcina ecuaţiei for- 
mate la punctul a) prin ic jOGa coardei ; 


c) Să se arate că 


. (Chimie, Subingineri, Craiova, 1973). 


R 46. Se dă ecuația m? + (m — 1)r + m — 2 = 0 şi se cere: 


( a) Sá se determine valorile lui m, astfel ca rădăcinile x, si 
YX, ale ecuaţiei sá fie cuprinse între —1 şi 1; 


b) Să se determine valorile lui m pentru care ecuaţia m sin? a+ 
+ (m — 1) sin a + m — 2 = 0 nu are soluţii reale. 


(Electrotehnicá, Subingineri, 1973). 
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47. Se considerá matricile 


9 1 2 
FE : B =||—d 2 |si se cere: 
1 — 1 d j n2] 


a) Sá se.arate cá ele se pot inmulli ; 
b) Sá se verifice dacá AB — BA ; 


c) Sá se determine parametrii reali «, b, c, d, asa incit sá 
avem relatia AB — U,, unde U, este matricea unitate de 


ordinul al doilea ; 


d) Sá se spuná dacá matricea C — BA, calculatá cu valorile 
determinate la punctul, c), este nesingulará si, in caz afir- 
ua sá se calculeze inversa ei. 


st. Economice, Craiova, Tu 


Pe multimea C a numerelor complexe se definesc operatiile 
z@y=zr+y—i; x O y= mi ry + m(z + y)-d-i (i —m), 
cu m %0, fixat. Sá se arate că mulțimea C înzestrată cu 
operațiile Q si O date mai- sus, este un corp. 


(Matematică, Craiova, 1973). 


Se dà P(x) = a9 + a? + ax + şi se cere: 

a) Sá se determine a si b, astfel încît P(x) sá se dividá cu 
xz + 3 şi suma patratelor rădăcinilor ecuației P(x) = 0 sá 
fie egală cu 5; 


b) Cu valorile a si b, astfel determinate, să se calculeze 
expresia 


E S (D 4 v? 4- 8D(0 + 041) 
| | 9 à 


unde uisi v sînt rădăcinile complexe ale ecuaţiei P(x) = 
] (Fizicá, Craiova, 1973). 
. M 
50. a) Sá se formeze ecuatia de gradul II ale cárei rădăcini 7, 
si Za satisfac relaţiile 4333s — B5(a, + 3) 3- 4 — 0, (n — 


— 1)(x, — 1) = T , MER, fiind dat; E 
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92. 


58 | 


b) Sá se determine m, astfel ca aj + x5 — 11 


: 
c) Sá se verifice relaţia de la punctul b) cu valoarea găsită 
a lui m, calculind rádácinile. | 


(Fizicá, Craiova, 1973). 


Sá se simplifice expresia 


a + 2xy + 24? -z= 9xy + 2y? 


Pooh wd Pec es 1 


4y? + 292) ^ 4dyXa2— 2y?) 


şi să se calculeze valoarea ei numerică pentru t = y 2, 


y = V3. 


(Chimie, Subingitiari, Craioya, -1973). 


Se consideră trinomul f(x) = (m — 1)x? + 2(m + D ra 
+ 2m — 2, m fiind un parametru real, si se cere: o. 


a) Sá se discute natura si semnul rădăcinilor i in Functie de 


parametr ul m ` 


b) Să se determine valorile lui m, pentru care f(x) este po- 


zitiv pentru orice xe R. 


(Chimie, Subingineri, Craiova, 1973). 
Se considerá sistemul de ecuatii 
2+y32=3(5—m) 
—E +-2=4m 
z—2y + z= 0, unde me R, si se cere: 


a) Sá se rezolve sistemul ; 


b) Să se determine m, astfel ca solutia (x, y, z) găsită la punctul 


a) să verifice relaţia * 


3(a* + y? + 22)= 108; 
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55. = 
ma + 22 +m-+ 1=0 Cupa valorile parametrului real m. 


c) Pentru ce valori ale lui m are loc relația 


(Chimie, Subingineri, Craiova, 1973) 


Să se arate cá ecuaţia 8ma? — 2(m? + 2m + 1)æ + m? + 
+1=0 
are rădăcini reale, oricare ar fi m, real. 
Să se determine valorile lui: m, astfel ca să fie îndeplinită 
v, + v. «4. : 
E * d, 


relatia 


(Chimie, Subingineri, Craiova, 1974). 
Sá se discute natura si semnul rádácinilor ecualiei 


„ (Electrotehnică, Craiova, 1973). 
Se dá ecuaţia 213 + 3x? — 12x hm = - 0, unde m este un 
parametru real. Se cere: | 


a) Sá se discute numărul rădăcinilor reale ale ecuaţiei după 


valorile parametrului m ; 
b) Sá se determine m astfel ca ecuaţia să aibă o rădăcină 
dublă pozitivă şi să se rezolve. 


(Electrotehnică, Craiova, 1973).. 


Se consideră trinomul Meer 2 HIE ue 2(m—1) -F 1, unde m 


3) Sá se discuté natura şi sena ràditcinilor trinomuluz, 
dupá valorile lui m ; 


b) Sá se determine m, astfel ca rădăcinile z,, z, ale trinomului 
să satisfacă relaţia x? + 22 = 0; 


c) Sá se afle valorile lui m pentru care produsul rădăcinilor 


trinomului este mai mic decit 2. 


(Electrotehnică, Subingineri, Craiova, 1973) 


Se dă ecuaţia a? — 2ma + 2m? — 1 = 0, me R, şi se cere: 


a) Sá se discute natura si semnul rădăcinilor ecuaţiei, 1 
funcție de m; 
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60. 


61. 


62. 


60 


eT 


b) Sá se determine m, astfel ca 27 + 13 < 23 


c) Pentru m — eos «, sá se determine « € [0,2 z], astfel ca 
ecuaţia sá aibă rădăcini reale si egale; 


.d) Să se determine o, astfel ca între rădăcini să existe rela- 


tia 24 = —25; 
d ' | 1 
e) Sá se determine &, astfel ca x, = —. 


Ta 


; 


(Electrotehnicá, Subingineri, 1973). 


Să se rezolve ecuaţia 4% + 6* — 97 


(St. Economice, Craiova, 1973). 


Se consideră funcţia f(x) = (3 + 2 cos a — 2 sin a) a? — 
— 2(cos a + sin a)x + 1, a fiind un parametru real, si se cere : 


a) Sá se arate cá f(x) > 0, oricare ar fi x real; 


b) Să se determine a, astfel ca f(r) să admită un minim 
egal cu 1/5. 


Sá se rezolve sistemul de ecualii 
x -+ ay + @z -+ &@ = 0 
x+ by -F-b?z + b= 0 
x+ cy + Cz + e — 0, unde a x b xc. 


(St. Economice, Secţia fără frecvenţă 
Craiova, 1973). 


Fie polinomul P(x) = z* — 423 + 62? — 5r + m, me R. Se 
cere ; 


a) Să se determine m ştiind că suma a două rădăcini ale 
ecuației P(x) = 0 este egală cu 3 si sá se rezolve ecuaţia; 
LI Y i 


b) 23 si 2, fiind rădăcinile complexe ale polinomului P(2) 
(pentru m determinat mai înainte), să se arate că 


E l nu 
t F ad = 2 cos —; 


m. (St. Economice, Craiova, 1973). 
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64. 


65. 


67. 


e) Sá se discute, in funcţie de m, numărul rădăcinilor reale 
ale ecuaţiei P(x) — 2a? 4- 5r = 0. 


(Matematică, Craiova, 1974). 
Se notează cu 7, şi 2) rădăcinile ecuaţiei 


2 — [VZ cos E — «J & + e sin? y = 0 si se cere: 


a) Să se arate cá este verificată relaţia 


2, 2 
v + x5 4 
et 2. simae: 


Tı + Ta 


ME: ; 
= alee : se ab] PE P 
b) Sá se determine « din condiția 222 = 2 sin a. 


ES al T 23 
d (Fizicá, Craiova, 1974). 


Fie x, Şi x rădăcinile trinomului f(x) = 101? — x — 3. Folo- 
sind relaţiile dintre rădăcinile si coeficienții trinomului, să 
se calculele valoarea expresiei 


3c oTa 1 z 
ar, + 1) zs + 1) Ja? +22. 


E = - ` 
(2x; — 9) (2x, — 9) S " 


(Chimie, Subingineri, Craiova, 1974). 


= 


Să se efectueze 


pt 4 42i — (1— iy E 
(3 + 2i? — (2- 2 


(Chimie, Subingineri," bres. 1974) 


Să se rezolve sistemul 


pa dris 
pam d lg vr—1gy—2 


(Chimie, Subingineri, Craiova, 1974). 
Se dă ecuaţia 


+ m =], unde me, şi se cere: 
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69. 


20. 


i T1. 


62 


a) Sá se determine valorile parametrului m pentru care suma 
pus rádácinilor ecuatiei este egalá cu 5; 


5 


b) Sá se determine valorile lui m pentru care rádácinile 
ecuaţiei au același s semn. ; 


(Electrotehnică, Subingineri, Craiova, 1974). 


Fie ecuaţia (m — 2)x? — (m + 2)x + 2(m — 4) = 0, cu rádá- 
cinile 2, si vo, si se cer valorile PETERE m penirg care: 


2, 


Xll 
a) t= —25,; b) t= S cre o) a = Ai UE 
| E c MEER, Typo 


(Electrotehnică, DOE Craiova, 1975). 


Notind cu z,, Ta rădăcinile ecuaţiei E 3rd 5c 0, sá 
se calculeze - A 
E AS Ire == —|—— —|;, fără a rezolva 
E " Te ¿IS x, T: MN. d dapi eorr : 


ecuatia. 


(Electrotehnică, Subingineri,. Craiova, 1974)-- 


Se considerá sistemul . 


—nPxr-F-y-Jd-z-— 
: pu a La 
Ge te a v-dy—mz-—l 


unde m e un. parametr u real, si se cere : 
a) Sá se rezolve sistemul ; discuţie ;. 


b) Sá se determine m; astfel ca soluțiile sistemului să fie 
numere raționale. ; 


; i gr . (Şt. Economice, Craiova, 1971). 
Ecuația a? + pr $ 1 = 0 are soluțiile 1, = tg æ, zy = ctg « 
si se cere: 


a) Să se scrie ecualia de gradul al doilea in y care are rădă- 
cinile y, = sin 24, y, = cos 44 ; 


~. 
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b) Să se arate că între tj, Ta Jp Ya există relaţia 
4 M9 1 + Vi 
00 (ba (+ e) = 8. 
1— ya 
(St. Economice, Craiova, 1974). 


Sá se discute natura si semnele rádácinilor trinomului ma? — 
— 2(m + 1) + m dupá valorile parametr ului real m. 


. (St. Economice, Secţia serală, Craiova, 1971). 


Să se afle valorile lui z, pentru care: 
lg sin 2r — lg sin t = 1g- cos 2r —lg cos t + 2 lg 2. 


(Şt. Economice, Secţia serală, Craiova, 1974). 
Pentru ce Salon: ale parametrului real m  neegalitáfile. 


2.— mt--1 
1-73 sint: verificates oricare ar fi x. 
xH e ; ÎN 


ec 
—2O 
(Ec: Agrieulturii; Craiova, 1975). 


e 


Se consideră. sistemul E aie SRR a ee pa 


| y on 


y <=: cu m real, si se cere: 
a) Sá se rezolve sistemul dat; 


b) Sà se determine valorile lui m, astfel ca rădăcinile siste- 
mului sá fie-reale ; i : 

c) Dacá m — cos a, să se arate cá rádácinile t şi y ale siste- 
mului verificá relația x? E y? = 2 cos p %. 


(Ee. Agriculturii, Craiova, 1974). 
Se dá sistemul de ecuatii | 


m +2 | dm k e lc M 
D= me e EN -+ 2, si se cere: 
m—2 Vs >o è mê— 4 


| 


Tri 


a) Să se rezolve sistemul dat ; 


b) Sá se arate că LEEF dus 2 (unde a-şi y sînt soluţiile 
SE e 


y 
sistemului) pentr u orice m € RN 0, +2). 


(Matematică, Secţia fără frecvenţă, Craiova, 1974). 
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774. Se dá ecuaţia a? — 61? -+ iir -+ m= 0, meR, cu rădă- - 


cinile z,, 22, 14 şi se cere: 


a) Sá se scrie ecuaţia care are ca rădăcini 


Mt. ai EI e gap tL 7s 
y = y Y= y: J3 = . 


H 
b) Să se. determine, m astfel ca: 


2, + to = v4 şi, în acest caz, sá se rezolve ecuaţia dată. 


(Electrotehnică, Craiova, 1974: 


f 


78. Se dá ecuaţia 2? — (n - — 1): — 3(m + 2) = — 0 si se cere: 


79. 


64 


a) Sá se discute natura si semnul rádácinilor ecuatiei dupá 


valorile parametrului, m; 
b) Sa se rezolve ecuatia ; 


x 


c) Sá se determine. valorile lui m pentru care rădăcinile 
t, Si xz, ale ecuaţiei verifică inegalitatea nr 15-18; 


d) Să se sim plitiee fractia 
22— (m —1)z— 3 (m + 2) 


pit 
eX a+ 2r—3 


Se consideră ilinca | 


Z = fala = (4, az 45), di fiind: numere întregi) 
În Z3 se defineste operaţia ó astfel: dacă «, 8 € Z3, 
a = (4, az, da), p = (b, bo, bz), atunci: | 


«0 = (a,b, + ab F dos agb, + agba + bas 43D, + 
+ db, + agba). ' 


a) Să se studieze ia si comutativitatea operației 
introduse. Admite aceastá operatie element  neulru? 


b) Se defineste o funcţie T:Z3 — Z în modul următor: 
T(x) = at -- a3 + a3 — 3a,0,0,. 


Sá se arate că T(« 0B) — T(). T(P). 


(Concurs mat., 1971, Dan Rada) 
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Fie (R, 4-) grupul aditiv al numerelor reale si (Mo, +) grupul 
multiplicativ al matricelor pátralice nesingulare de ordinul 
al treilea. 


a) Sá se cerceteze dacă aplicaţia U : (R; +) > (M53, .) dată 
prin | 
] t. 2(4- 2P 
U( =. + 0:71 4l 
0 0 1 
este un izomorfism al lui (R, +) in (Mas .) ; 
b) Pentru n > 3 si le R, are loc egalitatea 


(-3)* CkU (t) = 0; 
E 


0 r y l 
£) Sá se determine matricea N = 0 0 z ||, astfel încil 
0.0 0 


să existe identitatea in £1 e R: 
SUE DE NS EN 
1! 2! 


Í fiind matricea unitaie de ordinul al treilea. 


(Adm. Fac. Mat.-Informaticá, Braşov, 1972). 


Să se rezolve ecuaţia z(l — log 5) = log (2% + x — 1) 


(Adm. Politehnică, Wrociaw, 1958). 
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Capitolul Il 
 TRIGONOMETRIE 


1. IDENTITÁTI TRIGONOMETRICE. 


. A. Metodele de demonstrare a identitátilor trigonometrice sint 
aceleași ca si in cazul identitátilor algebrice și toate cele expuse 


în primul paragraf al capitolului de algebrá rámin valabile si aici. 
“Diferenţa dintre identitățile trigonometrice si.cele algebrice este . 


aceeași cu cea dintre identitátile condiţionate si cele libere. Iden- 
titátile de conditie, in cazul trigonometriei, sint cele fundamentale 


si cele care definesc particularitátile de operare a functilor-trigo- 
nometrice. - Există, bineînţeles, si in  trigonometrie- identități | 


„condiţionate în care, în afara formulelor fundamentale; se mai dau 
si alte relaţii suplimentare, fie între argumentele funcţiilor trigo- 
. nometrice (o categorie vastă în acest sens o constituie identitățile 
adevărate pentru unghiurile unui triunghi plan), fie chiar între 
diferitele funcţii trigonometrice. 

Dintr-un anume punci de vedere identitățile : trigonometrice 
sînt mai dificile decît cele algebrice și unul din elementele de bază 
ale acestui punct de vedere îl constituie faptul că cei ce au de 
demonstrat asemenea identități trebuie să cunoască foarte bine 
toate formulele trigonometriei plane. Dintre aceste formule jamin- 
tim pe cele care reduc calculul functiilor trigonometrice ale arcelor 
oarecare la cele ale arcelor mai mici decit 7/4, pe cele care permit 
calculul tuturor funcţiilor trigonometrice ale unui arc, cînd se 
cunoaşte una singură din aceste funcţii, pe cele care exprimă func- 
tiile trigonometrice ale multiplilor si submultiplilor unui arc, pe 
cele care transformă sumele în produse sau produsele în sume şi, 
în sfirsit, pe cele ce se verifică în orice triunghi. 


- 
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9 


th e 


B. PROBLEME PROPUSE 


Sá se arate că expresia 
E = sin? (9^ - E -- eos o cos (a + 9) este independentă: 
de o. | 


Mt a Dr 
Să se arate că dacă tg — lg — ts bd 1, atunci (cos a) 


2 2 2 


(1 + cos by TE cos c) — sin « sin D] sin C., 


: TE 
Să se arate cá 3 arc tg arc tg — — —. 
En E UE FA 

E ASH 27 4m, 

Sá.se arate cá COS — y cos Ep Ca cos 2 — + cos A -L 

A 7 : A. ; 

l OR 
E E uem cos 2 

| 27 lea m A e 
Sá, se arate că cos = cos. == cos —- cos A i a deer 
nü x: rgo mU ge. pr 


Să se arate | cá: t dacă $ A; sin a = 0 0 si dacă relația DR 
NS p a. E 


n 


à Ag sin as q y =0 este. adevătată pentru o > valoare "mes 
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» = B, (B e Kn) atunci această ultimă relație este adevă= 


rată pentru oricé o. 
Cunoscind. că sin - La = = e să se calculeze: D 


E= sinë a E cos E 


E = sin? z -+ costa. 
Să se arate cá — O E Xem 
A A ; i 9 a—B. a+B . A 
Sin + sin B + siny + 2 4 COS —— sin ———- sin y + 
l 2 2 
ES E A CAN 
E Y sin «+ sin B 4- sin y—2 |/2 cos E sin 5B sin y 
2 


iJ 
E LI 


— 


este independentă de y dacă «+ B> y si independentă de « 
| | | d 


și B dacă a+ B < y, cind a, B, ve [o. =] 


6 — Ghid de pregătire la matematică 67 


13. 


68 


Să se găsească relaţiile dintre c, D, y ale căror funcții trigono- 
metrice satisfac relaţiile : 


f 


1 -- 4 sin sin ina: 
cos a -+ cos B 4- cos y = d: 3 a? 


cos? a + eos? P+ cos? y — 2 cos « cos p cos y = js 
Sá se arate că dacă 
sin a sin B + sin « sin y +sin B sin y — 1, atunci 
we, ipy ter __4 tgo tg p tg Y 
P cosa cos B cos y ^ cosa cos f cos y 
Se dà funcţia f(x) = a sin? x + b sin T cos c + c cos? x si 
se cere : qc : 
a) Să se exprime f(x) sub forma f(x) = A sin (2x 4-9) 3- B; 
b) Să se determine valorile extreme ale funcţiei f(x). . 
Sá se arate pentru ce valori ale lui a este adevărată identi- 
tatea 
B VZ coss 
C A l ; ; “2 sin [rra] 
r 4 i 


Se dà expresia 
, 


l 2 sin x 3 de 
En) => si se cere: 
E cos z.— cos(2n + 1)x 


1 


a) Sá se arate că există un număr real A, astfel încit - 


` 


Enla) = ctg nz — ctg (n + Ir; 


b) Sá se calculeze suma 


n 


Sn n Ey). 


Se dă expresia E(x) = 2 cos 4x — 4 cos 3x -H m cos 2x -F 
-+ n cos x + 4 şi sé cere sá se exprime numai in functie de 
cos x, iar apoi să se determine m si n, astfel încît E(x) să fie 
un pátrat perfect. | 
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== 


25. 


26, 


Să se arate cum trebuie să fie a si b pentru ca 


sin? «x 


a 


Sá se demonstreze identitățile : 


sin v 4- cos æ 


sin x — cos x 


E costa — 1 
b a + b 
sec? 4-2 — 2 
tala 1 1+tg x 


n e 
2 sec k « sec (k + 1)x 


= 


n 


R=1 


= tg a tg(n + 1)«. 


Y, cosec ko cosec(k 4+ 4-1 


sin(a + b + c) SA sin(b + c — a) + sine a a — b) — sin 


(a+ 


de) =4 cos a cos D sin c. 


cos(b + c — a) + coste + a — b) + cos(a + b—c)+ 


„A costa + b 4 c) — 4 cos a cos b COS: C. 


cos(a -+ b) sin(a —-b) + cos(b + c) sin — c) T cos(e + 


sin y - 


cos a + eos b+ cos c+ cos (a + bi c) = 4 cos 


Să. se arate că următoarele e 


d, b, c: 
E — SMa — b) _ 


—Á d). sin(c - — d) + cos(d + a) sin(d — aji 
sin ber sin C — sin(a + b Er Qu sin e ina. 
2 


COS a cos b 


COS 


b 


2 


|. Sin(b — c) 


cos b cos c 


sin? T S 


2 


+e * cal AP 


P 


tg 3« = tg c yz de «Jus [5 a). 
f 3 


sin(c — a) 
cos c cos a 


. 


a+b 


Li 


„ate 


- 


Xpresii sînt” independente de, 
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E IE sin a os sin B us 3 E 
sin(a — b) sin(a — c) sin(b — a) sin(b — c)  sin(c — a) sin(c — b) 
a "eos a - cos b : cos E. 
28. E simta — b) sin(a «- e) sin(b— a) sin(b —c) . sin(c — (Y) sin(c — b) ` 
29. Sá se arate cá expresia | | | 
E = sin? x + cost. e s——( (sin* a+ cost 2) 
este independentă de q.s : E : - dE 
30. Sás se "arate cá dacă ES E 
b sine — a) =a sin(z — b) = 0 : : 
B cos(r— a) — A. cos(c — b) = 0 zt 
- | x aB T vA z 0. atunci. mr : a 
$ x cos(a — D) A Rue 
Huc B+ bA 
31. Sá se elimine u si v între letitia Ie 
z : me tg? u- n? tg v zi um => Euren 
- me IE BU ET 
s : am sin u — n COS V. 
-32 Să se elimine a între relaţiile 
c sin ay cos d — - tg a— ctg a; 
e. cos er y sin a = tg acte a. 
33. Sá se adoos a, b, t, între relaţiile. | 
| sin (b — à) sin (c— a) = n cos a; 
sin (s b) sin (a — b) = n cos b; 
sin (a — c) sin (b — () =p cos c. 
34. Sá se calculeze expresia E = sin? (a + b) + p sin (a + b) 


cos (a = b) + q? cos? (a -+ b). 
dacă a = Are tgv, b= Are tg v, iar E si La sint rădăcinile 
Sonae z PE pz + q= 0. 


i 
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gu c 
j 
p- 35. 
» 
36. 


40. 


Sá se elimine v, y, z din relatiile 
a tg x ct: +:0_ 18.1 =.0; 
ctger+btgy+atg2=0; 
big t--atigy.--6tgzzeo. 


Sá se-arate că sistemele 


= b cos c -+ € cos B d? = b2 -H ¢? -—2bc cos A 
b=c cos A +a cos C şi 4 0? — a? + c? — 2ac cos B 


ccu cos B b cos A 
sînt: echivalente: 


Sá se arate că sistemul E p e EE A 


COS 4 = Cos b. cos: E sin b.sin € cos A 
“cos b= cos d “cos cH: sin a sin c:e0s: B:: 
-COS € — cos a: cos b zi sin a sin b cos- c~ 


in care a b: e A, B; C € [0. ; z), implică relațiile 


-sin a : sin b - sin c 
sin AS sin B sin C 


Să se niic că dacă a, be[0, 7] si cos a + cos b = 


3 cos(a -+ b), atunci a si b sînt egale şi constante. . 


c? — q*-L b? 2ab cos c 


Sá se calculeze te (a + 0), dacá u si v sînt date de relaţiile 


„cos. u + cos wx a 
sin u = sin. p. = b. 


Să se elimine u- între relaţiile. - 


cos(a — 3u) = m cos? u; 
sin(a — 3u) = m sin3 u., 


Să se-exprime in forma cea mai simplă 


EE cos 24 — cos da + 2 


| sin (5 temara] vamo. 


Să se exprime în funcție: de a = sin x -|- cos 2, 


expresia 


E) = sin x -b cos 24 sin? x + cos? x -p sinë y + coss 2, 
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AA. 


—49. 


46. 


47. 


49. 


Sá se exprime - 
1 + m(sin? x + cost 2) 
sinó a + cost x 


(e) == 


în funcţie de u = sin 2x si in functie de v = tg a. 
Să se arate, apoi, că există o valoare particulară a ui m pentru 
care E este independentă de zr. 


Sá se puná sub o formá simplá expresia 


B : n T 
NX k esa T 
E= ) 3“ Nin 3k: 
: k=0 : 


_Să se arate că expresia 


E M1 — cos 2x — sin 21x) — 2 sin x + 2 cos x 
== a O A A E a 


X(1—'cos 2x $ sin a 2 sin x — 2 cos x 


- nu depinde de A. 


Sü se arate cà expresia 
| 
n—i T > t 
JĮ sin E FP | vow am - 
n : wi. 


i k=] 


poate fi pusă sub forma C, sin nz, unde Cj, este o constantă 
care trebuie determinati. 


Sá se arate că 


"cR T * 2n , . (n —1)7 


pentru n natural, n > 2. 
n. n n Ñ 


=  n-1 
Sá se arate pentru ce valori ale lui x este verificatá egalitatea 


sin z[sin x + sin(x — 2y)] = = sin(x — y)[sin(x — y) + 

+ sin(e + y]. m 
Știind cá a+ b + La 180, “să se transforme în produs 
expresiile : | 


sin [a j 2] sp sin [, T 5) sn (e T + cos [a T x] E 
+ cos (e ds TH cos [ 5 "i 
/ 


E a AM E € 
sin P" + cos T + sin s diu COS e -+ sin L + cos T 
d P F-g 4 4 4 f 


E 
7 


* 
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51." sin 2a + sin 2b + sin 2c; 


sin? a cos (b. — c) H- sin? b cos (c — a) + sin? c cos(a — D); 


e 
i 


53. sin 3a cos? b — c) + sin 3b cos? (c — a) + sin 3c cos*(a — b); 
Sá se transforme ín produs expresiile 


54. sin z- sin 2t + sin 3x + sin de; 

$5. cos? v + cos? 22 4-....coS? 2nz — nj 
- 56. a (sin? v + sin? 2x + ...sin? 2nz; 
57. tga tig 204 tg 3x + tg Az. 


Să se arate cà ; 


== ! dacă m + n e divizibil cu 2 (p +1) 


E k . -nxk 1 E Mo WEN E 
sn sime d E t dacă m — n e divizibil cu 2(p + 1) 
p+1 p+i 2 A ' 
RAT 0  dacüám n sim-- n, m — n nu-s 
i | | divizibili- cu 2 (p + 1) 


59. Să se arate că 


n 


are to ==. arc ts (n2 + nue ly 
Da Sa EES (ce ns. D) 4 
k=1 


$0. Sá se arate cá 


no 


> r - a — q 
P arc tg - = arc te n+41 1 : 
2; 7 E 1 + aan 1 + 0,0234, k 


dacpá {a;} formează o progresie aritmetică cu ratia r>0 


și d, > 0. ' i 
GI. Sá se arate că pentru orice x — 0 
n 


"A nv 
——————— = arc Lg ——————— + 
JA ORC + Ia? 14 (n + Da? 


= 
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PE SE se cere sá se Atentie p si d, astfel ca 


E(x) = cos 42. 
Sá se calculeze sumele. 


63. S; = cos x cos -+ cos? v cos 2x + ...cos" x cos nz; 
64. S, = cos 2 sin X + cos? t^ sin 2€ -1--—..608" f sin NT. 
65. Să sè arate că z 

: => -zo . (1 + sin 2a 
(1 + tg a + (1 ctg a) MIL i y 


2. INEGALITÁTI TRIGONOMETRICE. 


A. Inegalitátile trigonometrice diferă de cele algebrice, in 
primul rînd, prin faptul cá alături de proprietăţile de nenegativi- 
tate a unor sume de pătrate (sau alte puteri pare) pe care se funda- 


mentează inegalitátile. algebrice se adaugă ine; galitátile iniţiale 


decurgind din -limitele domeniilor valorilor. pentru UA chute sin 2, 
COS i, sec t, şi cosec T. : 

Inegalitátile trigonometrice se rezolvă, ca si cele Aaa 
pornind de la inegalitátile cunoscute si operind cu transformări 
identice si ajungind la inegalitátile propuse de demonstrare. 
Tinind seama de frecventa destul de mare a unor greseli de naturá 
logicá ce se intilnesc la demonstrarea unor inegalitáti trigonome- 
trice, vom ilustra calea logicá a „demonstrației pe un exemplu 
simplu. O 


Fie de demonstrat cá pentru. orice ze R avem 


d 


I. Tm Y -- cos 2] « y3. 


Cei mai multi candidati ridicà aceastá inegalitate la pátrat 
-şi obțin 


+ 


sin? a cos? x -+ sin 2r < 2 


şi deoarece sin? x + cos? y = 1, iar sin 2x < 1, inegalitatea 
propusă este adevărată. i 
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y 


^ 
4 


"éübli&iem si aici ineonsislenla logică a acestui procedeu 
care, in esenţă, pornind de la o inegalitate de demonstrat, 
ajunge la ceva care este adevărat şi conchide că sursa unor 
rezultate adevărate nu poate fi decit adevărată. 

Demonstrația corectă a acestei inegalităţi (una din de- 
monstralii) se desfăşoară în modul următor : 

Se ştie că 


| i £ =] 


< 1 pentru orice ¿e R. De aici 


4 


— (sin t -+ cos g)|-—-—— 
E et ) va 


tind cu y2 ami membrii al. inecuaţiei (operaţie permisă 
Se > 0), obţinem : | 


sin c E cos al/< 1, sau inmul- 


/ 
[sin v -+ cos LE «yz. „ceea ce trebuia demonstrat. 


2: » iui a pb 


Să- se- arate cá. „coste + sint <1 pentru. orice n2. 


Sá se arate că 

-2 sin x + cos x E 2 tgx 
tg a—1 sin T— cos x tg El + / 
Sá se arate: că dacă taan tg b, (a zs o) atunci E 
tg? (a — 0) « s sun E A A 


Sá se arate cá pentru V, d, b, c e |o, B 
LI a K - 2 


sin (a + b) sin (b + à sin C + a) > sin 2a sin 2b sin 2e. 


Să se arate că 
ctg —- > 1 + ctg a, pentru orice a e (0, x). 


Sá se arate cá dacá 


1 


cos a cos b 


+ tg a tg b= tg c, atunci cos 2c < 0. 


175 


CE Scanned with OKEN Scanner 


8. 


12. 


13. 


76 


Y 
£5 


Sá se arate cá dacă [aj] este un sir finit monoton crescător 


. ^ . Tb L4 
de numere situate intre 0 ui atunci 


ANI 
3i sin a; 


" [1 
tg a, < 


n 
Y) cos ai 


i=1 


z 


ă se arate că dacă a, b, ce[0, z] si a+ b -- c — mz, atunci 


. D C 
to? £ tg? — t= >i: 
g Ette tgi 


cn ai E: A E 1 
sin — sin — sin — < —; 
"2 2 2 8 


; : 3- 
cos a+ cos b + cos CE 


3/3 
X — . 


a b et up 
COS — COS — COS — 
2 2 2 8 


Sá se afle valoarea maximă a sumei  ' 


— 


n 
S — V, sin ay 
k=1 y 


t i n 
dacă a; > 0, Vi, si y; di = "To 
¿=1 


Sá se: arate cá dacă a, ba, Ca Şi aa do, c, sint unghiurile 


pe care le fac douá directii oarecare cu trei axe perpendicu- 
lare douá cíte douá, atunci: 


COS d, COS d$ j- cos b, cos ba] cos c4 cos Ca < 1; 


cos d, + cos 5s cos c, </3. 


Sá se arate cá pentru orice q, befo, s. , avem 
9 


Li 


2 i 
(cos? a + cos? b)> - (cos a + cos by. 
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18. 


i9. 


| 22. 


23, 


24. 


25, 
26. 
27, 


29. 


v LÀ : . T 
_Să se arate că pentru orice a e (o. =) 


Sá se arate că dacă A, B, C e (0, x) si A + B+ C = v, atunci 


A B CINTIA 
4 cos — cos — cos — > 3M sin A sin B sin C. 
s) z 


[i 
a 2 ha 


Dacă a, b, cefo, + atunci 
9 


-- 


(tg a+ tg b 4 ets a -+ ctg b -+ ctg c) > 


~e Tt z pl " 

Fie a, b, ce (0. BI a- b -+ c= — si se cere sá se afle pentru 
ce valori ale- lui a, b, c ‘produsul tg a tg b tg c este maxim. 
Să ate că bc, d E i 
Să se arate că dacă a, c, de 0, m] atunci 


1 


1 1 55 1 
— x 


tg a tg b tg ep td — 1 EXE 
. ctg a+ctgo ctg b+ ctg d 


Dacă A B,.C.E€(0,- 7) aveit: 


E (NP TIE s A+ BD 
¿(sin A + sin B) < sin” - zs 


yA 


4 O Au Bue 
z Gin A + sin B + sin C) < sin. 


Să: se demonstreze că 


la cos z+ b sin a] < «Ver b?, pentru V a, .beRgVrcR 


Sá se demonstreze că pentru à efo, 3) avem 


sin a + tg d. < 24. 

Sá se arate că pentru orice a e R: 
cos (cos a) > 0; 

cos (sin a) > sin (cos a). 


Ad L4 LJ TO 
Să se arate că pentru orice x e| 0,5) 


Vsin q i Vcos x — l. 


4 
— 
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29. 


30. 


31. 


33. 


35. 


36. 


-78 


sin: a >a = —; 


se verifică inegalitatea 


(3 


-Să se arate cá pentru orice n 2,2, (n € N), 


Lx 
1. 


e . 1 Lă 
sin — 2 sin— + sin- 
n —1 n. n 


"T. 


É E A 0 32 e A 
Sá se arate cá dacá a, be (o. x sia +b< E atunci 


tg a:tg ¿a d ue ES x 


Se dá : rm | | 
E) =p OR cost e cos? a aro. p 


Şi se cere : optico A o ee 


a). Sá se. arate. că Ba) < s VEER. * E UI 
b) Sà se precizeze pentru. ce valori ale. lùi Day Bo) ja . valori- 


m axime sau minime. 


să se arate cá pentru fa e iv js are loc relația 


E 
2 ; SEN 
= A tg az a+ z 


ISR 


Sá se arate cá pentru ides à € (0, 1) are loc relaţia - 


„Să se arate cà pentru Vx e R avem 


^ d2es8z21—-—. 
- | E acum 2; 
Sá se dea interpretarea geometrică. 


Să se arate cu mijloace elementare (fără folosirea derivatei) 
cá functia 


Î(a) = x — sin z, este crescátoare pentru orice a. 


Sá se demonstreze că pentru |r] < y2 m m cu m e N are loc 
inegalitatea | 


MC 


e. i: 
co gn GE € e X 
m. 2m — a? 


/ 
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3. ECUATII SI SISTEME DE E CUATIT 
TRIGONOMETRICE, 


A. Tinind seama de experienţa concursurilor de admitere din 
ultimii ani, atit din tara noastră cit si din alte ţări, se poate afirma 
fără rezerve că în cadrul probelor de concurs, atit scrise cit mai 
ales orale, frecventa cea mai mare a subiectelor propuse spre 
rezolvare lac parte din domeniul ecuaţiilor trigonometrice. Ca 
principiu, aceste probleme nu se deosebesc de cele legate de ecua- 
tiile algebrice decit prin două particularităţi și anume prin con- 
stri ingerile impuse de identitățile trigonometrice fundamentale 
(inclusiv legile de acţiune a: funcţiilor trigonometrice asupra ope- 
ratiilor algebrice) si, mai ales, prin numárul infinit de solutii pe 
care-l au ecuaţiile trigonometrice (în cazul cá au soluţii), decurgînd 
din caracterul periodic al tuturor funcţiilor trigonometrice. Deja, 
candidaţilor le-a intrat în obicei să scrie formulele care 'dau mul- 
timea tuturor soluţiilor şi marea lor majoritate știu bine că func- 
-tiile sinus si cosinus (si inversele lor) au perioada 27 în timp ce 
tangenta si cotangenta au perioada z. 


: „Cele mai frecvente. greşeli întîlnite la rezolvarea acestor ecuaţii: 


constau in ‘simplificarea ecuaţiilor cu factori care contin necunoscu- 
- tele, ceea ce, ca regulá, nu este permis. 


Există, totuși, situaţii în care asemenea simpltckn nu au efecte 
- asupra găsirii soluțiilor, dar marea majoritate a candidaților nu 
justifică acest fapt. Pentru a ilustra cele pate fie de rezolvat 
“ecuaţia. 


I. sin 2 +) cos 2 = 0. 


Aproape 90, % din candidaţii care intilnesc ‘această ecuație o 
rezolvă simplificind-o cu cos x și rezolvind apoi ecuația echi- 
valentă tg x= — 1, fără “însă să justifice această simplificare.. 
În fapt, simplificarea nu introduce si nu elimină soluții si, de 
aceea, cei mai multi examinatori nu- fac obiectiuni asupra 


procedeului, însă există unii dintre “aceştia care tin seama de 
lipsa unei justificári logice a simplificárii. Unii candidati, cárora 
li se atrage atenţia că au simplificat cu un factor confinind ne- 
cunoscuta afirmă cá din mulţimea soluţiilor găsite vor elimina, 
“la sfirsit, pe cele ale ecualiei.cos x = 0, iar cînd trec la fapte 
constată că n-au ce elimina. Índreptátirea logică a simplificárii 
-rezidă în faptul că soluţiile ecuaţiei cos z = = 0 nu pot fi soluții si 


~ 


79: 
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pentru ecuaţia (1), întrucît mulțimea soluţiilor ecuaţiei cos x = 0 
si cea a soluţiilor ecuaţiilor sin : = 0 sint disjuncte si, deci, 
pentru soluţiile ecuaţiei (1), cos x # 0. 

Înainte de a încheia, subliniem încă odată necesitatea 
de a preciza, în cazul unei ecuații trigonometrice, toate .solu- 
tiile, în afara cazului că se specifică in mod special, în enunț, 
găsirea numai a anumitor soluții. ; 


B. PROBLEME PROPUSE 


Sá se rezolve ecuaţiile: | — 


2. ctg 27 x? + ctg 4r x — O. 


A 
3. Ite 2r + ctg 2x1] = —. 
lg 2e + ctg 22] = y- 
RE Se 8 244 25 
e 3- 


5. sin 2x-sin 5x = 1. 
6. sin 3r + sin 7x = —2. 


"f. sin zr + cos x= 1. 


3. cos r-]- cos y Cos (x + y= Zi 


X 


: C as a 
9. cos PEE sin z] = ]. 


9 E 
. [a 
10. 8 cos 21 = r3 : de 
sin x Cos x 1 
A 1 y ; 1. y UE s 
11. [sin ZF = | + [cos x-4- | = 12-4 —sin y. 
sin” x cos? x 2 


12. arc tg(x — a) + arc tg 24 arc tg(» + a) — arc tg 32. 

13. Pentru ce valori ale lui a ecualia 1 -+ sin? ax = cos x are 
soluţie unică. | 
Sá se rezolve sistemele : 

14. [tgr + ctg? = 2 sin2y 
KO Ed 
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15. [sin = + sin y = sin a 
cos x + cos y = cos a 
16. Sá se rezolve ecuaţia 


A(l— cos? v — sin? x) — 2 sin x + 2 cos x 9 ya 
AA MM ED KL CE LL E ai d reme — O 


M1 — cos 2x +sin 21) — 2 sin x — cos x 
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17. Să se rezolve ecuaţia 


. 0 M D " 1 
sin?vr sin 2x + cos?r cos 21 = —, 


18. Sá se rezolve ecuaţia tg 4v = 2V3 (costa — sintz). 
19. Să se rezolve ecuaţia sin 8r — cos 6x = 3 (sin 6r --cos 8z). 


1— cos | «| 


20. Sá se rezolve ecuaţia to? ai= ' 
m. 1 — sin |] 


21. În ce condiţii ecuaţia p sin xt + q cos x= r, are soluţii? 
| Sá se rezolve ecuatiile : 


^22. - cos(10r + 12)-4 4/2 sin(Bz + 6) =å. 


mp. . eta 0 — 9. 3 cto? z(1— q) — 6 ctg v(i — x) . 


' i ¿ x; 
24. cos 3x cos 4x + sin 2x sin 5r = — (cos 2r - cos 42). 


25. cos x —'sin 5x = sin 7x — cos 3a. 
26. (cos 5x + cos 71) = (sin 5x + sin 72). 
27. 4 sin 2z sin 4x sin 6x = sin 4z. 


28. sin r cos 2r + sin 2r cos x: = sin 3x cos 52. 


LI 


29. Dată E(x) = 2 sin 3r — 2 cos 3r + sin 2 — 2 sin 2 — 
— 2 cos x — 1j se cere sá se exprime ca funcție de u= | 
= cos 2 -]- sin Y şi sá se rezolve, apoi, ecuaţia Elx) = 0. 


30. Să se rezolve ecuaţia tg 3r + tg x tg 2r tg 3x — tg 2. + 
tg 2 x. 


*81 


39. 


nl 
M 
. 


382 


Sá se rezolve sistemele: 


2 sin c f 
tA ys ——4 
3. sin y 
sin(z —y)= 3 sin v cos y — 1; siníx + y)=—2 cos x 


sin y. 
yw. ipo, "Uy tg 20, cy += 


J a 


> a. UL 4 z dx 
N e rezolve ecuația arc sin — -- are Cos— =Aarc cosz. 


Să s 
=) a D 
Să se rezolve ecuația arc sin(1 — è) = Zare sit — ză 
"à pt dp ee al : z 
Să se rezolve ecuaţia arc Nel are sinyE— 2 —* 
MH Es 
Sá se rezolve si sá se ente ecuatia sin 2x E SIH 24 = 
— m sin a. 
Sá se rezolve sistemul N 
RN 
1 
|sin z|sin y = — A 


j cos(x + y) + cos(x pee y): 2x 


; 


„Se dà ecuaţia 


tg? x—4(p + 1)tg x+ qp +1) —0 cu p, qe R si se 

cere = 

a) Să se discute soluţiile ecuaţiei în funcție de p si q; 

b) Să se rezolve ecuaţia pentru p = cos 24, q = 4 cos 4a 
(a, dat); 1 


A "A w e uv . 5 q. * ^ ^ T 
c) Sá se găsească rădăcinile ecuației cînd in b)%a = —. 
| : ; Loi S 


sá se rezolve sistemul 


1—tg x 
1-cüdgG 


Sá se ln asd 


a COS x+ b sin x — a cos mz-| b sin mr. 
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m n(cos x — sin x 
—— == dd TR m, ne R. 
tg x + etg 2x etg x —1 


43. sin x+ cos xz -+ sin x cos t= 1. 


in æ -+ sin 2x + sin 3x= 1 -+ cos x -+ cos 2x. 
Sà se rezolve sistemele de ecuatii 


xw 
Ex 
nm 


4. INECUATIL TRIGONOMETRICE. 


N 


A. Inecuatiile trigonometrice sînt prezente în concursurile - 


de admitere, de dată relativ mai recentă, si ele reflectă pátrun- 
derea mai adincá în -programele analitice de liceu, a cunostinte- 
lor despre domeniile de definitie şi despre periọdicitatea functi- 


ilor. Si in aceste probleme, ca si în cele referitoare la ecuaţii, 
j} după o serie de transformári algebrice, identice (bineînţeles ți- 


 nind seama si de identitățile fundamentale ale trigonometriei) 
se ajunge; în esenţă, la inegalitátile trigonometrice între funcţii 
trigonometrice de același nume, una din ele avînd argumentul 
cunoscut, aşa cum sînt de pildă cos z < cos a, sin x > sin a, 
tg xz > tg a etc., unde în cel mai rău caz oM uem. Sela a.este o 
valoare a functiei circulare inverse, corespunzátoare. Piná in 
aceastá etapá tot ce s-a spus despre inegalitátile algebrice rámine 


valabil si aici cu referire specială. la faptul că înmulţirea inecua-. 


țiilor între e, | sau ridicarea lor la pătrat necesită dara mai 
mari. 


În etapa pre a studiului inegalitátilor se ig seama de par- 
ticularitátile de variaţie ale funcţiilor trigonometrice si anume 
că în cadranul întîi funcţiile sinus, tangentă şi secantă sint cres- 
£átoare (deci relaţiile de ordine se conservă), iar cosinus, cotan- 


genta si cosecanta sînt descrescătoare (deci relaţiile de ordine 
se inversează), în cadranul al doilea funcţiile sinus, cosinus, CO- ` 


tangentă sînt descrescătoare, iar tangenta, secanta şi cosecanta 
sînt t crescătoare, si aşa mai departe, | 


7> Ghid de pregătire la matematică s T 83 


CE Scanned with OKEN Scanner 


După stabilirea domeniilor de valabilitate a inecuatiilor re- 
zolvate pe lungimea unei perioade a funcţiei trigonometrice res- 


pective, se completează soluţia si cu domeniile corespunzătoare * 


din toate celelalte perioade. 


B. PROBLEME PROPUSE. 


Să se rezolve inecuatiile : 


. i 
1.. sin X-4- ARTS cos x >> 


m 2 sin z — cos T aia, 


3. 5 + 2:cos 2z < 312 sin z—1]. TAR 
4.  lgeos x [scum a deis Js & 2 pi 
E o 
tg. = tt 1 d " 
s. Ts IP VW E ia a ES TP LIA A S E: DE 
pese E E CO GN NUI es fi 
Stazi [sin 2 —=— <<. | | 


- : TN : 
8. sin 2x > sin Aalan PSA 


9. sin gd cos z > V2 (1 — sin 22). 
10. sin? a + D m. y3. ( 
Sá se rezolve inecuafiile is itane | 


| / 
| 1M. £ sin? a — sin 2x < cos X — sin 2; 


2 | cos elos 1, 


12, je ax < sin 2; 
cos. 34" < eos AS 


04. 
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13. Sá se rezolve inecuafia 


3 
— — COST 


2 


JA 
— 


2 sin — 
2 


14. Sá se afle punctele din plan ale căror coordonate satisfac 


inegalitatea 
i ` T 
"Le ; sin 2 cos [u— p 0 


Sá se rezolve inecuatia | F | É 


E z-- cosa + asia cos x > 1. 


p 


Să se rezolve. inecuatia 


a+ 2+1> sin 2. 


Pa 


Să se rezolve inecuatia 
e sin z«dg|a]. | f 


E se rezolve înecuaţia 
T 5 j 
2 sin(x + zl tg. + ctg zx. 
Sá se rezolve inecuatia NASA 
pr . 2 : 1 . 2. 9 y a . . = f s M : ; 
sin nan sin? Jr < sin x sin 3X. . 


nr 


Sá se rezolve. inecuatia | P S uA 


'sin x 1 res da | 
! Jak > 1, dacă xre(0, m). 
/ , sin? Se 4 sin zo 24 f 

a d / 
SÁ se rezolve inecuafiile É 


21, [sin 2| + [cos z| > 


md, IS 


! 1 + cos x 


22, tg t te(Z + a) te(ž—e]> ls EN A i ¿ ; 


85 
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LJ 5 
94. sint x -b cost x L bn 


2 cos ka cos(k + 1)x cos(k + 2)x — cos(2k + 3)'cos kx un 1 


2 cos ka + sin(k + 1) « — sin (k — 1)x .- 112 


26. Sá se rezolve sistemul de inecualii 
| 0<z < - 


| 1 — tg z- tg z—tg? zx > 


27. Sá se rezolve inecuatiile 


3 


sin x + cos x - sec? r+2 
—————— — ———— «1. 


1 . sin x— cost — tg? a—1 


3 
„XI sec kx sec(k + 1)x 


k=1 : i 
I c aT e AP A s: 
22 cosec kx cosec(k + 1)x 
29. | 2 + cos 2x — cos de , 
2 sin? x + so 5 4t | sin Iz — d | í 


30. .3(1— eos? x—— sin? 2) — 2 sin x + 2 cos z L2 V3. 
M1 — cos 2x + sin 2x) — 2- sin x —2 cos x 


31. Sá se rezolve sistemul de inecuatii- o 
| 1 

ig zl COS T EUR 

Pa i 


32. Să se afle punctele din? plan ale căror coordonate z si y sa- 
tisfac inecuatia 


| i 1 - 
/ i sin(x + um — 
2 
33, Sá'se rezolve inecuatia : ` 
sin x + cos x — 1 0 


sin i — cos x + 1 


86- 
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34. Sá se rezolve inecualiile 
arc tg? x — 4 arc tg 24 3 > 0, 
35. are sin x < arc sin (1 — 7). 
36. are sin(x? + 1) < 2. 
37. arc tg 1. 
38. sin x(i? + y?) « O. 
Sá se afle domeniul de definiţie; al; funcţiilor : 


TIA: Ta 
l | E 1—tg —, | = 
39. f(e) = VZT In. [= | . 
| | : 1 +12 | 3 o 


[(2) = are! sin 
f(x) = arc cos(2 sin 2): 
f(a) = Ysin( Va). 
fan) 
4. f(x) = lg[cosQlg 2). 


POBLEME REFERITOARE LA TRIUNGHIURI SI ` 
p. POLIGOANEI 


N 


A, Se ştie că scopul fundamental al trigonometriei plane este 
acela al rezolvárii triunghiurilor. Pentru a ráspunde acestui scop 
linal, in afara relatiilor generale referitoare la functiile trigono- 
metrice, se mai stabilesc unele relaţii între latukile si unghiurile 
unui triunghi, relaţii care intră în programele analitice ale tu- 
turor concursurilor de admitere, Cu toate acestea, în cadrul ma- 
Jorităţii concursurilor apar foarte rar probleme referitoare la . 
acest capitol de bază al trigonometriei. Explicaţia constă, în pri- 


az! 
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mul rînd, în faptul cá pentru rezolvarea concretă a triunghiu- 
rilor sînt necesare tabele cu valorile funcțiile trigonometrice sau 
cu logaritmii lor, iar aceste tabele, conţin, de regulă, şi adevă- 
-rate memoratoare matematice.. Pe de altă parte, problemele care 
nu necesită calcule numerice sînt fie prea simple, soluţiile lor 
fiind consecinţe directe ale formulelor ce se cer învăţate, fie prea 
complicate, necesitînd demonstraţii în care intervin cu pondere 
mare chestiunile de geometrie. 

Există în practica concursurilor de admitere o anumită ca- 
tegorie de probleme legate de proprietăţile particulare ale triun- 
ghiurilor isoscele, dreptunghice, sau echilaterale, probleme care 
se rezolvă prin demonstraţii pe măsura obiectivelor unui con- 
curs de admitere în învățămîntul superior. Rezolvarea acestor 
probleme se face, de obicei, prin diverse artificii de calcul, ceea 
ce cere candidaților o bună informare cu toate formulele trigo- 


nometrice si o abilitate calculatorie peste medie. Demonstrafiile - 


care fac, de regulá, obiectul acestor probleme se apropie foarte 
mult de rigorile demonstrațiilor íntilnite -în geometrie, ceea ce 
constituie, pentru unii candidati, o sursá realá de nepláceri. 

i l 


B. PROBLEME PROPUSE 
1. Sá se arate | cá relafia MCN Ls 
cos A + cos B + cos C— 1 


nu poate fi adeváratá in nici un triunghi -— (A, B, C 
fiind unghiurile triunghiului). 


2 A, B, C, fiind unghiurile unui triunghi, sá se- transtorna 
în produs expresia 


E = cos (2 = — A) eos 
SS 
3. Dacá intr-un triunghi 


NASA YES A | 
T — Bees : ie]; 


"m .1-4- cos A + cos B 
sin A sin B 


zz, 
a+ b 


se poate exprima numai oa de 2. 


E 


Sá se "ifle unghiurile unui triunghi, sina că sint in pro- 
„gresie aritmetică si verifică relația 


A A Ce BiN A+ sin C = cos? B. e 
88 


atunci 
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5. ' 


6. 


m 


Notind cu a, b, c, A, B, C respectiv laturile si unghiu- 
rile unui triunghi, sá se transforme in produs expresia 


a cos A + b cos B —c cos Cc. 

a cos A — b cos B -- c cos C 
Se consideră triunghiul ABC (A > C), între unghiurile că- 
ruja avem relaţia | 


. . A L] C . 5j ^ 
sin Ped sin — sil — ȘI e cere: 
2 2 2 


a) ju se hi cá relația dată este echivalentă cu relația 
a di =>; 
pies Es p 2 $^ 


b) Să se găsească relaţia pe care o verifică laturile acestui 
triunghi; $^ : 


fs , sá se calculeze cos 2B 


ps 


a E. E : . B 
c) D indu-se, ÎN plus, idi 


sisi sá se deter- 


si apoi. unghiul B. Să se. calculeze cos $ 
mine ' celelalte. „unghiuri, | | | 
Sá se arate că în orice triunghi este adevărată identitatea 


VATLB. 


ABS 200 baia IA AD a 
1— 8 sin — sin — sin — = sin? sa me + | cos —. 
Š rx 2 ivl aT an < 
na ih einan 
Le cos EE e 


A, B,C, a, b, C, fină laturile. unui triunghi şi a, B. Lt 3 
find definite de relatiile : | 


cos a = ——, cos p = „cos Y = ——, atunci să se 
demonstreze! că: | 
PT ţii i) 

tg Ain B tg tg tg qi 


2 | " 


.89- 


] 
| 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
15. 
16. 


17. 


13. 


19. 


90 


Trei cercuri de raze r,, Pa r4 sint tangente exterior două 
cite douá in punctele A, B, C. Se cere sá se afle aria triun- 
ghiului ABC, 


În triunghiul ABC se dau unghiurile B şi C diferite între 
ele. | 

Se cere cotangenta unghiului ascutit format de mediana 
din virful A cu latura BC. 

Sá se arate cá aria unui patrulater inscriptibil este datá de 
form ula 


S = V(p — a) (p — b) (p — c) (p = d), 


unde a, b, c, d, sint laturile patrulaterului, iar p este semi- 
perimetrul lui. 


Sá se arate cá suma cotangentelor a trei unghiuri neadia- 


cente din cele şase formate de. medianele triunghiului, cu ` 


laturile, este egalá cu suma cotangentelor celorlalte trei 
unghiuri. . f hs l 

Sá se arate că în orice triunghi avem: 

a? cos(B — E) +-b8 -cos(C — A) +  cos(A — B) = 3 abc; 


œ sin(B—C)+ b sin(C — A) + 8 si(4— B)=0. 


Sá se arate cá aria unui triunghi ABC poate fi exprimată 
astfel : OI Eg | dd 
S RN al + b? + (2 
4(ctg A + ctg B + ctg C) 

Se stie cá intr-un triunghi in care cu r gi R notám respec- 
tiv raza cercului înscris si a celui circumscris, se verifică 

ia aq? 2 2 — 82, si ! x. | iu- 
relația a? 4- b? + c? = 8R*-5i se cere să i se, afle unghiu 
rile cînd se cunosc r si R. 


Sá se demonstreze că raza cercului cireumscris unui pa- 


trulater, in care a, b,.c, d, sînt laturile si p semiperime- 


trul este datá de formula 


rel V (ab + àdY(ad + beY(ac + bd). 
4 V (p— Mp —b)y(p—c)Y(p— d) 


„Să se demonstreze cá in orice triunghi are loc relaţia 


i a sin(B — C) |, b? sin(G — A) , c? sinA— By _ 


. "M Y 0. ¿ 
sin B + sin G sin G + sin A sin A + sin B. 


D^ 
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21. 


29. 


mile. 


26. 


27. 


P 


Să se calculeze aria triunghiului format de punctele de tar- 
gentá ale cercului înscris într-un triunghi. 
Să se arate că într-un paralelogram care are laturile a, b 
si unghiul lor 4, unghiul diagonalelor « este dat de for- 
mula i 

2ab sin A 
(a + b)\(a— b) | 
Să se demonstreze că în orice patrulater circumscris unui 


cerc cu laturile a — AB, b — BC, c— CD şi d= DA si 
unghiurile A, B, C, D au loc relatiile : 


Af 


i -B a CA, D 
' a SN — sn — = C Sin — sin —; 
| 2|; 2405. B 2 


tg a = 


e B oe E acasă 
b sin — sin — = d sin —sin—». 
2 2 2 2 


Să se demonstreze că dintre toate patrulaterele cu laturile 
AB =a, BC=b, CD=c, DA =d, date, patrulaterul 
inscriptibil are aria maximă. . 
Sá se demonstreze cá ín orice triunghi 


> 2 dacá triunghiul e ascutitunghi; 


| sin. 24 -- sin?|BJ- sin? C4 < 2 dacă triunghiul e optuzunghi ; 


— 2 dacá triunghiul e s cirenEuhghies 


LI 


Să se arate cá în orice triunphis 


à aus AA EU p.d 
—===+ Rp 
EUG Rus: Ehe 

unde r este raza cercului înscris, iar ha, hp, he sint inálti- 


PA 


Să se demonstreze că suprafata S a unui triunghi este dată de 


$ T A e 
S = Vr ta To Tei | "IN 


unde r, este raza cercului înscris, iar Ig, Tb, d sint razele cer- 


i curilor exinscrise. i A | 


Să se afle laturile, unghiurile şi ariă unui triunghi oarecare 
cînd se dau, „unghiul A, si raportul dintre diferenta laturilor 


„adiacente b—c si înălțimea ha i un alt element liniar: al 
"triunghiului, — . i 


91. 
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98. Sá se afle laturile, unghiurile si aria unui triunghi in care se 
dau semiperimetrul p, raza cercului inseris r si unghiul A, 


29. Sá se afle laturile, unghiurile si aria unui triunghi cînd se 
. dau medianele mg, mb și unghiul G, 


30. Să se calculeze laturile, unghiurile şi aria unui triunghi în 
care se dau două laturi şi  bisectoarea unghiului lor. 


31. Sá se calculeze laturile, unghiurile și aria unui ng in 
care se dau lungimile înălțimilor. Fe 


6. PROBLEME DE CONCURS 


i. Sá ¡se rezolve ecuaţia sin(7 cos x) — RUM sin 1) = 
(Electrotehnică, Cor 1966). 


2. Sá se rezolve sin(z lg x) + rm lg 1) = 


) 


3. Dati a, ds c, A, B, C sint respectiv laturile. şi unghiurile 
unui triunghi, iar R- razà cercului său ` circumscris, sa se 
arate cá | 


R^G: B T) sin? C — - sin2A) = 2bc cos A. 
(Matematicá, Craiova, 1969). 


4. -DA se arate pentru ce valori întregi n, funcția 


5 
cos nr sin— zr are perioada an? 
n 


(Fizicá, Craiova, 1971). 


a 


5. Sá se rezolve suada sin x= a sin 3x, unde a ete un pa- . 


rametru real. 
(Electrotehnică, tai 1971). 


6. Să se „rezolve ecuația sin x + sin XP sin 3x = 0. 


7 „ (Economia agriculturii, Giaiova, 1971). 


ex? 
" 


32 


(Electro Craiova, AE 
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y 12; 


„Fie funcţia f(x) = 


Să se arate că triunghiul în, care E f 


tg? x + etg? z 


— si se cere să se exprime ca 
sin 2% 


funcţie de y = sin X — COS 1. 
à 'Matematicá, Craiova, 1971). 


Sá se rezolve ecuatia 
dg x+ tg 2x = tg 37. 
(Electrotehnică, Subingineri, 1971). 
Sá se demonstreze identitatea 


cos? ka— cos? E EJ > 


. eos kä + cos [t +a] 
3 ; 
(Matematică, Craiova, 1972). 


Un triunghi dreptunghic. are. Apotenuza. egală cu 2 şi aria 


EUR 


egală eni se cere: 


a) Sá se afle lungimile catetelor. ; e 
b) Să, se afle pie triunghiului. - 0 
Slech eiun Subingineri, Craiova, 1972). 


dy 


£j 


at Abu B= 1113 


este ME " A C, ZU B, G sint respectiv, jaturilé: si un- 


ghiurile triunghiului). “fu 
AA > ' (Fizică, Craiova, 1972). 


f " 


Se dă ecuaţia : 
Y 


4 cos? :4 y cos 2r—4 cos 2— Z= Osi se cerezo, 


a) Sá se rezolve ecuaţia! dată. | 
b) Să se serie toate soluţiile din intervalul 
(Stiati 1 Economice, Craiova, 


| —2x, ES 
1972). 


| 
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13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


94 


a) Sá se afle valorile unghiului + pentru care | 

(sin 24-i cos x) (sin 2x +- i cos 21) (sin 3x -+ i cos 32) = Tes 

b) Sá se calculeze sin 2r pentru valorile lui x obţinute la 
punctul a, cuprinse în intervalul (o. ij 


(Fizicá, Craiova, 1972). 


Sà se arate cá expresia 


ES " 2 | 
E — A unde 2 cos? x + ü X 0, nu de- 
a+ 1 4- cos? x 


pinde de ea. . 
d | (Studii Economice, Craiova, 1972). 


Se dă ecuaţia DC hr d 


2m + 1)cos 2x + 4m sin go sam SY oso si se cere: 


a) Sá se transforme intr-o ecuatie de gradul al doilea in 
raport cu sin z si sá se afle cele două valori ale lui sin z; 

b) 'Sá se determine valotile lui m pentru care valorile c cores- 
punzătoare ale lui sin x- există; ` t A 


€) Să se ‘calculeze valoarea lui z pentru 


" le 3 S : 
E ya 
o Economice, Graloway 1972). 


IN = 


Să se transforme: în produs expresia 


. sin 24 + sin 2B + sin 20, 
^ sin A + sin B + sin 6 
A, B, C, fiind unghiurile unui triunghi oarecare. ` 


(Studii Economice, Craiova, 1972). 


Se dă relația 

sin x — cos A Au i 
= In 1 Se cere: 
^. . Sin x 4- cos x y 


(UE v "— bw «cd Y 
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18. 


19.. 


c) Sá se rezolve ecuaţia |/3 sin p? + cos p? = q. 
A ES A 5 i | Y 


a) Sá se calculeze in functie de m expresia 


E — sin 2 x -+ cos 2x; 


b) Sá se rezolve ecuafia V3 sin 2x + cos 2z = 1. 


(Studii Economice, Seepa fără frecvență) . 


Craiova, 1972). 


Sá se discute rádácinile ecuației trigonomietrice 

(p + 1)cos 2x + 2p? sin :+1—3p=0 
pentru diferitele valori ale parametrului p şi sá se calculeze 
valorile lui x cînd p = 1,5. 


Craiova, 1972). 


Se dá expresia 


= As(a + b)—tga—tgb si se cere: 
tata 0) 18 a+ tg b 


a) Sá se transforme in produs. 


b) Sá se calculeze valoarea lui E pentru a — ET b=tE-. 


) 


(Matematicá, Craiova, 1973). 


Să se determine domeniul de definite al funcţiei. 


Bir? — MA 
! EP pentru x A 1 
EXT. | "T (3 “pentru z — 1 


: 24; 


la (Matematică, Craiova, 1973), 
"4 


Se opéldork ecuaţia trigonometrioá 


1 Gin 2x — cos 2x tg 2) cos? x= cost x —sin* x si se 
cere : j \ 
a) Sá se rezolve ecuaţia dată, 


95 


(Studii Economice, Secţia fără frecvenţă, 


CE Scanned with OKEN Scanner 


99 
-— 


23, 


24. 


26. 


N v D E ! A . y . Ph 
Sá se rezolve ecuatia |sin z| — sin x — 2. 


b) Să se arate că dacă x este soluția din primul cadran a 
ecuației date, atunci < 


: ' Va ; P. 4 0 
sin(x 4- 22) +- cos(a + 2) = TTO o. (ctg  —tg-| pentru. 


orice a real. : | 
(Electrotehnicá, Craiova, 1973). 


Li 


Să se determine valorile lui m pentru care ecuaţia m sin? x + 
+ (m — l)sin 2 + m—2=0 nu are rădăcini reale. 


(Electrotehnicá, Subingineri, Craiova, 1973), 
A x ^ "€ > A £ ^ i p : să 1 
Sá se afle pentru ce valori ale lui a si b este adeváratá ega- 


litatea : sin a + sin b = sin(a + b). 
(Electrotehnică, Subingineri,- Craiova, 1973). 


e 


; 


(St. Economice, Craiova, 1973). 


, cu de (0 53 si se cere : 


a) Sá se “arate. că Vent rcs y R —l < y < l; 


- b) Sá se arate că există z €(0, x) al cărui cosinus este y; 


c) Sá se exprime v in functie de z cu ajutorul unor for- 
mule calculabile prin logaritmi. bx 


s ! 


d 


Se dà polinomul Pa) = d sin a4 — x sin 84 + sin 7a si 


se cere : 


7 a) Sá se arate că. i Pla) este divizibil cu (x) = 2? — 2x cos 
a+1 şi să se afle citul Q(x); | 


b) Notindu-se E(a) expresia ce se întind din: Qla) prin in- 


locuirea lui z* prin cos Red 2,...6), sá se arate 
că E(a) = 4 sin 74. 


e Să se transforme in produs suma. "Sta). a coeficienţilor 


polinom iuj Qe). 
[ (Matematicá, Craiova, 1973) 


di 


(St. Economice, Craiova, 1973) 


P 
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24. 


28. 


30, 


Se dă expresia E = cos 32—sin 3r + 6 sin 2r(sin z+ 
+ cos 1) —4 sin 2x — 5 sin z—5 cos r--4 si se cere : 


a) Sá se exprime E în funcţie de y = sin x + cos x; 
b) Sá se afle soluţiile x ale ecuaţiei 


, y? — y? — 2y + 2 = 0, unde y este expresia de la punc- 


tul a. 
(Fizicá, Craiova, 1973). 


Fiind dată egalitatea (= cos A cos By — sin? A sin? B — 
= (cos A — cos B)’, se cere: 


> 


a) Sá se arate cá este identitate ; 
b) Tinind seama de punctr! a), sá se rezolve ecuatia in z 


x? sin? A — 2z(1 — cos A cos B) + sin? B = 0: 


c) Notind cu 2, si x, rădăcinile de la punctul b), sá se ate 
culeze. expresia : | 
` OE 


x Xx LJ . w w v 9 
E= ya EY i apoi sá se gáseascá valoarea ei pentru 
Vx, —V za ! 


"Az 27/3, B = 70/3. 
(Fizică, Craiova, 1973). 


^ 


` Sá se arate că triunghiul ale cărui unghiuri A, B, C satis- 


fac relatia 


sin? A+ sin? B i sin? C — 2, este dreptunghic. 
| (Electrotehnică, Craiova, 1973). 


Se dă ediția 2d — pode" x — (3p — l)sin x + 3p — 2 —0 
si se cere: : 


- a) Să se rezolve ecuaţia dată; 


b) Sá se permi valorile lui pe R pentru care ecuaţia 
Te 

are ridicini reale in intervalul (0, H . 
| (Electrotehnică, Craiova, 1973) 


97 
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31. 


33. 


34. 


36. 


37. 


unde ae (7, 


98 


2 


a) Sá se calculeze tg 15. 
3 A 
b) Să se afle unghiurile unui triunghi dreptunghic care are 


raportul catetelor egal cu 2 — 3. 
(Electrotehnicá, Subingineri, 1973). 


a) Sá se scrie sub formá trigonometricá numárul complex 


z = l + sin a + i cos a. 


> ` y z2 
b) Sá se scrie numărul complex z = =. 
, y Z 


(Ec. agriculturii, Craiova, 1973). 
( ; 


Să se arate că dats a+ b+ c — 0, atunci 


cos? a + cos? b -+ cos? c—2 cos a cos b cos c — 1. 
i ^ " . (St. Economice, Craiova, 1973). 


xz d qoi A D * . : 
Să' se rezolve si sá se discute sistemul ` 
| x cos a+ y sin a = cos b 
t. COS 2a T y sin 2a'= cos(a + b). 
(Ec. agriculturii, Vrae 1973). 


.. Se dá expresia 


4 cos da: cos(k + 1)x cos(k + 2Jx — 2 cos? 2kx cos 3x + sin 4kx sin 3x 
2[2 cos 2kx + iE on + 100 — ias — 1n]. 


E = 


unde cos 2kx 4 0, si se cere: 


a) Să se arate că E nu depinde de k. S 
24 Sá se zezolye ecuația 2E — tg 5x = 0. | 


E 


(Matematicá, . Craiov a, 1 974). 


Să se rezolve ecuaţia V2(cos x + sin 1) — cos 22:= 0... 


(Electrotehnicá, Subingineri, E m 1974). 


| Sá se calculeze tg(a + b) stiind cá sin a LS 2 si COS A L3 e 


ir s 


3n | 3 i E 
p Pep m. 2n]. UL Na 


! : 
NA, PE . (Electrotehnică, Subingineri, Craiova, 1974). 
| \ 
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43 


44 


8 — Ghid de pregátire la matematicá 


Sá se verifice identitatea 


A PTEE — 
E 


Fie E(x) = 1 + cos x -+ cos 2x și se cere: 


a) Sá se transforme E(x) in produs; 
b) Sá se rezolve ecuaţia E(x) — 0. 


(St. Economice, Craiova. 1974). 


Sá se rezolve ecuatia | 


COS c 2 A 


sin 4 2 cos xv 


($t. Economice, fárá frecventá, Craiova, 1974). 


Sá se rezolve ecuaţia 2 sin? z — 3 sin x-- 1 —— 0. 


(Ec. agriculturii, eta fárá ferventi, Craiova, 1974). 


Se dă expresia E = cos F J + cos (2: — 2x) + e — 
"ud ul 
— zx) + cos(s í — 1) si se cere: 


Li 
a) Sá se arate cá E — cos 2x — cos T3 E 
b) Să se transforme în produs ; 


.C) Sá sẹ rezolve ecuația E + 1 = 0. 


d: 


j sin ab" sin 2a sin 3a 
Hm agi. 


cos a — cos 3a E 


(Electrotehnică, Craiova, 1974). 


Se dă expresia E(x) = sin x + sin 22 + sin 3x si se cere: 
a) Să se pună sub formă de pi 


b) Să se rezolve ecuaţia E(x) = A 
(Electrotehnică, Subingineri, Craiova, 1974). 


Se consideră expresia E(x) = sin x + cos asin? x -+ cos? 24 
+sin5 x eos? Z, se potgazü sin x- cos’ = a si se cere: 


i ,.99 


(Matematică, Secţia fără frecvenţă, Craiova, 1974). 


| GENER eri 


| 
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45, 


a) Să se exprime E(x) ca funcţie de a; 
b) Sá se determine valorile lui a pentru care ecuaţia sin z + 


+ cos x = a admite soluţii; 


c) Să se rezolve ecuaţia E(x) = 0. 


EY 


(Matematicá, Craiova, 1975). 


a) Sá se rezolve HODENE ue ABC(A = 90) 
cunoscind 


ž 


b+e=6; 
tg B= 2 + 2 cos 2c. 


b) Să se calculeze sin-5. 
2 


(Fizicá, Graiova, 1975). 
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Capitolul III 
GEOMETRIA 


1. GEOMETRIA PLANĂ à 
“| " 
A. Problemele de geometrie planá, in cadrul concursurilor 
de admitere in invátámintul superior din tara noastră ca si din 


„alte ţări au drept scop principal să testeze aptitudinile peste 
medie, alé candidátilor pentru matematică, sau pentru discipli-- 


nele puternic: matematizate. Din acest motiv, aria de testare 
este mult mai restrînsă decît în cazul algebrei, sau trigonome- 
triei, specialităţile la care se susțin probe de geometrie plană 
fiind doar matematica, fizica si o bună parte a stiintelor tehnice. 

„Dificultăţile principale ale problemelor de geometrie plană 
consiau în caracterul lor nonstandard. Fiecare problemă de geo- 
metrie plană comportă un studiu specific in care sint implicate, 
în afara informaţiilor obţinute în liceu, o anumită obisnuintá 
de a rezolva probleme, o gîndire logică bine conturată, ca şi o. 
anumită creativitate. . : 


1 


Experienţa concursurilor de admitere a demonstrat că pro-. 


bele de geometrie planá constituie principalul factor de triere 


a candidaţilor si, deci, pentru o: bună pregătire de concurs este 


necesar sá li se acorde ó atenţie deosebitá, bineinteles, in cazul 
facultátilor unde aceste probe intră în programa de concurs.: 

În cadrul acestor probe există o bună parte din candidaţi 
care nu reusésc să demonstreze nici unul din punctele cerute, 
deoarece nu știu cum să abordeze asemenea probleme, ceea ce 
atestă o slabă pregătire liceálá la geometrie. Mulţi dintre aceşti 
candidaţi demonstrează tot felul de lucruri, însă nu cele ce se 
cer, deoarece nu au obisnuinta de a se orienta şi dedcsbed calea 
dintre ipotezá si concluzie. Ín acest sens este necesar sá se facá 
simultan „paşi“ dinspre ipoteză spre concluzie ca şi dinspre con- 
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cluzie spre ipotezá cu ajutorul întrebărilor: Ce anume conse- 
cinte rezultă nemijlocit din ipoteze (in baza. teoremelor cunos- 
cute) şi ce anume demonstraţii sint necesare pentru ca concluzia 
să rezulte nemijlocit. În acest mod, făcînd cite un ,,pas* înainte 
de la ipoteze si alt un „pas“ înapoi de la concluzie, se poate ajunge, 
prin etape succesive, să se găsească elementul de sudură dintre 
ipoteze şi concluzii. SE 

Mulţi candidaţi, bazindu-se pe o anumită experiență ante- 
rioară, în conformitate cu care unele probleme se rezolvă foarte 
uşor printr-o construcţie suplimentară în figura dată, duc tot 
felul de drepte paralele sau perpendiculare pe cele date, în spe- 
ranta că „adevărul“ li se va releva de la sine. Este foarte adevărat 
că o dreaptă ajutătoare simplifică enorm unele demonstrații 
însă, pe de o parte ele nu-s necesare în orice problemă, iar pe 
de altă parte chiar în problemele care beneficiază de asemenea 
„tratament“ este extrem' de important să se stie ce anume con- 


structie ajutătoare trebuie făcută. În acest ultim sens, experienţa - 


de rezolvitor de probleme de geometrie este-determinantá si ea 
este aceea care distinge candidaţii buni-si bine pregătiţi de cei 
mai putin pregátiti. Ca principii generále se pot recomanda doar 
acele constructii ajutátoare care intrunesc mai mult decit o sin- 
gurá proprietate fatá de figura datá. De exemplu, este in general 

. u - v - . .. [4 ` 
util sá se ducă o paralelă la o dreaptă a figurii date dacă ea se 
intilneste cu o altă dreaptă sau cu, un cerc, al figurii date, într-un 
punct deja existent in figură. : ! | | 

De asemenea, un mare număr de candidaţi comit greșeli grave 
lăsîndu-se ,furati^ de figura (cu totul particulară) pe care ei au 
construit-o. Dacă, de exemplu, pe figura pe care au făcut-o; în 
mod aparent două drepte sînt paralele sau două segmente sînt 
egale, ei, candidaţii, se fac „luntre si punte“ să demonstreze aceste 
fapte chiar şi în cazurile extreme în care aceste fapte nu le folo- 
sesc la nimic pentru atingerea scopului propus, de a demonstra 
concluzia problemei. Unii dintre aceşti candidaţi utilizează chiar 
faptele aparente din figură ca pe niște evidente („Așa cum rezultă 
din figură, este evident că...“) deși o analiză logică destul de 

$4 P ; " o ela 

succintă a acestor „evidențe“ i-ar aduce în fata unor contradicții 
cu totul edificatoare asupra faptului că nu numai că nu-s evidente 
acele fapte, dar nici măcar nu-s adevărate. 

Este adevărat că o figură bine tăcută (si asta înseamnă că 
dacă-i vorba de un triunghi oarecare nw trebuie desenat unul 
isosce] sau echilateral) poate fi de mare ajutor în rezolvarea pro- 
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blemei, dind o orientare buná a cáii de urmat in acest sens, insá 
aceasta numai cu condiţia ca orice „aparenţă“ din figură să fie 
supusă unei analize logice riguroase. 


Cum de la început am subliniat caracterul nonstandard al 


problemelor de geometrie, rezultă că reţete, în sensul rezolvării 
lor, nu se pot da, asa încît vom trece fără alte comentarii la: 


md. 


B. PROBLEME PROPUSE, 


Se duc în triunghiul ABC cercurile de diametre AB şi AC. 
În primul cerc se duce un diametru EF paralel la AC si al 
doilea cerc un diametru GH paralel la AB (punctele F şi 


` H sint în interiorul unghiului BAC). Sá se demonstreze cá : 


a) Al doilea punct de intersectie al celor douá cercuri este 


pe latura BC; £ 
b) Punctele A, H, F sînt coliniare ; 


>) Punctele E, A, G sint coliniare ; 


. d) Dreapta AHF e bisectoarea unghiului A, 


Se prelungeşte latura BC a unui triunghi A BC cu segmentele 
BB' = BA şi CC’ = CA si se cere să se arate că: 


a) Raza cercului (C) circumscris triunghiului AB'C' este 
. bisectoarea unghiului BAC. 


b) Cercul (C) este concentric cu cercul exînscris triunghiu- 
lui A BC, relativ la latura BC. . 


c) Sá se calculeze unghiurile AOC! şi AOB'. 


Într-un triunghi ABC (AB AQ), bisectoarea exterioară . 


a unghiului A intilneste latura BC in D. Notind cu E si- 
metricul punctului B fatá de dreapta AD si cu B' simetricul 
aceluiași punct față de punctul A, se cere. 


a) Să se indice ce poziţie specială are dreapta AD pentru 


triunghiurile CDE si CBE. 


b) Să se calculeze unghiurile BB'C 'și pc: (utilizînd si 
 nostinfe de trigonometrie) în functie de unghiurile tri- 
unghiului dat. T y 


^. 
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- 4 Să se demonstreze că triunghiul în care două bisectoare au 


— 5. 


6. 


NT 


Y, 


N 
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' se arate că: 


lungimile egale este isoscel. 

Să se arate că în orice triunghi o mediană este mai mică decit 

media aritmetică a laturilor dintre care pleacă și suma me- 

dianelor este mai micá decit perimetrul triunghiului. 

Se dá un triunghi ABC si medianele sale AD, BE, CF si 

se cere: 

a) Sá se arate că există un triunghi avînd laturile egale 

cu AD, BE si CF. 

b) Sà se calculeze aria triun 
anele triunghiului dat, 
ui ABC. ^5 ok 

Fie I intersecţia bisectoarelor în triunghiul ABC. Paralele 

prin I la BC întilneşte pe AB in M si pe AC în N. Să se de- 
monstreze : | : 

a) MN = MB + NC; 

b) Mediatoatele segmentelor Bl si CI şi bisectoarea AI 
sint : concurente. , 


ghiului cu laturile egale cu medi- 
ca funcţie de aria triunghiu- 


Fie triunghiul isoscel ABC si O mijlocul bazei BC. O tan- 
genti variabilă la cercul cu centrul în O si tangent la latu- 
rile triunghiului dat taie pe AB in M si pe AC in N. Sa 


MB.NC = constant. 


Fie triunghiul dreptunghic ABC (A = 90%), D simetricul 
lui A faţă de bisectoarea exterioară a unghiului B si E si- 
tuat pe perpendiculara ip.C pe BC, astfel ca CE = CA. 
Să se demonstreze cá: | | 


a) Punctele D, A, E sînt EE e 


b) Raza cercului circumscris patratului de latura DE éste 
medie geometricá intre ipotenuza BC si segmentul DC. 


Într-un triunghi ABC (A j 

| — 90%) se duce bisectoarea AD 
pxperpendiculgrà DE pe ipotenuză, care intersectează ca- 
E ele in E şi F (F pe prelungirea lui AB). Sá se demonstreze 


| 
[i 
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„13. 


— 1 


a) Triunghiurile DBE si DCF sînt isoscele, 


b) Unghiurile ADB si ACF sint complementare. 


Fiind date douá perechi de drepte paralele, sá se ducá printr-un 
punct oarecare o dreaptá pe care cele douá perechi de pa- 
ralele sá intercepteze segmente egale. 


Pe mediatoarele laturilor AB si AC, se iau segmentele EM 
si FN (EcAB, FeAC) egale respectiv cu Y^ gp == 


si se cere sá se arate cá: 


& 


a) MD = MD, D fiind mijlocul lui BC. 
b) x MDN = 90”. 


Pe laturile unui triunghi oarecare ABC se coristruiesc spre 

exterior pátratele ABMN, ACPQ, si BCRS. Sá se demon- 

streze cà : 

a) Mediana AD a triunghiului ABC, prelungită este înăl- 
time în A ANO, iar înălțimea AA' a triunghiului ABC 
prelungită e mediana în A ANQ. > Y 


b) NỌ = 24D. 
c) CM = AS, CMLAS, BP = AR, BPLAR. 


d) T fiind intersectia înălțimii triunghiului ABC cu per- 
pendiculara din B pe MC, A MBC = A^ ABT. 


e) dreptele AT, BP si MC Sînt concurente. 


“În In paralelogramul ABCD, se iau pe latura CD segmentele 


CM = CM' = CB (M' spre D), iar pe AD segmentele 
AN-= AN' = AB (N' spre D): Să se demonstreze că: 


a) Punctele M, B, N sint coliniare. 
b) Punctele M' BN' sint coliniare. 


. €) MNI M'N'. 


Fie în cercul de centru O un diametru AB si o coardă MN, 
si fie P — AM ( BN, Q= AN N BM. Sá se arate cà 
PQ 148. | 
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Se consideră triunghiul dreptunghic ABC şi înălțimea sa ADA 
Din mijlocul I al segmentului AD seduce o perpendiculară 

e BC care taie cercul de diametru AB în M si M,; drep- 
tele MB si BM, taie pe AC în N si Na: Să se arate că: 


a) NG-— N46 = BC. 


b) Punctele N, N, sint fiecare egal depártite de punctul A 
şi de perpendiculara | in B pe BC. 


c) AM,|BN, AMI BM. 


Se consideră un triunghi A BC' înscris în cercul (C) şi notăm 
cu D mijlocul arcului BAC. Săjse demonstreze că AB x 
X AC = = BD? — AD2. "- 

Fie 7 un n punct oarecare pe diagonala 1 BD a pătratului ABCD 
si IEJAB, IF|AD, E e AD, FeAB. Să se demonstreze că 
CILEF. 

Fie d si I o dreaptă si un punct in plan 5 si A, B, C 5d 
Construim dreptele aLIA, BL IB si cLIC si notăm A' = 
= be B' — c(), c Na, t = af) b. Să se demonstreze 
cá patrulaterul A'B'C'I e inscriptibil. x 


Fie ABC un triunghi oarecare si cercul I descris pe BC ca 


N 


diametru. Să se arate că patrulaterul AB'C'H, unde C' = : 


— ABNT, = B' AC (^ I'si H este ortocentrul triunghiu- 
lui A BC, este inscriptibil şi cá, în plus, cercul I' si-cel circum- 
scris  patrulaterului AB'C'H sînt ortogonale. 


Se consideră două cercuri T}, T, tangente în punctul A 


şi fie d tangenta lor comună si Bed,;: diametrul comun in- 


sl pa pe T, in C si pe T,'in D. Notám P = BCN N 


T, Q =BD Ar Perpendiculara din C pe BD inter- 
sectează pe l, în M, iar perpendiculara din D pe BC in- 


tersecteazá P, in N. Să se arate că N, M, P, Q sint coli- 


niare. 


În In paralelogramul ABCD se duc EF|AE, e € AD, F e BC), 
GH||AD (Ge AB, H e CD). Fie M mijlocul lui GH si N 


„mijlocul lui EF si P = EM AN GN, Q = HN.() FM.. R = 
= EMN HM, S= GN NFM. Să se arate cá P, QE 4C 


“R, Se BD. 
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33. 


Fie AA', BB. CC, înălțimile triunghiului ABC şi FEL 
LAB, A'DLAC, T = AA'() B'C, I= DE QAJ. Să 
se arate cá I e mijlocul segmentului A'T. 


Fie I si I" două cercuri tangente exterior in I si o secantá 
comună variabilă prin I care intersectează D'si.I" respec- 
tiv in A si-A”. Sá se arate cá tangentele la I și I" in A si A? 
sint paralele si sá se gáseascá locul geometric al mijlocului 
lui AA'. . 3 


Se dau cercurile P, si T, şi (A4, B} = I QT, se duce o 
secantă d, variabilă comună si se notează I-— d()I, 
J=d(11I, Să se arate că tangentele in I si J la cele două 


cercuri formează un unghi constant între ele şi sá se găsească - 


locul geometric al punctului M care imparte: segmentul IJ 
într-un raport constant, dat. 


A 


În cercul [* de razá R coardele AD si CD sint perpendiculare. 
Sá se arate că: Ta) AD? -++ BŒ = AC +- BD? — AR; 

b) Nótind cu I= AB N CD, avem AB? -- CD?--40T? = 
= 8R?, 


Sá se gáseascá locul geometric al punctelor care au raportul 


. distantelor la două puncte date constant. 


Sá se găsească în planul unui triunghi ABC punctul ale 
cărei distante la A, B si C sînt proporţionale cu trei seg- 
mente date. | 


Sá se gáseascá locul geometric al punctelor care au suma pá- 
iratelor distantelor la trei puncte fixe, constantă. 


Sá se construiascá un triunghi, asemenea cu altul dat, astfel 
incit virfurile lui sá se afle pe trei cercuri concentrice, date. 


Sá se construiască un triunghi ABC cunoscind că BC — a, 
cá medianele BB' si CC' sint perpendiculare si cá AB? — 


— AC? = 3 gt. 
2 l 
Să se calculeze AB si AC în funcție de a. 


Să se construiască un cerc tangent unui cerc dat într-un punct 
dat si unei drepte date. ; 
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^87. 


38. 


39. 


40. 


Să se construiască un cerc tangent la o dreaptă datá, intr-un 
. punct dat si care sá intercepteze pe altá dreaptá un segment 
capabil de un unghi dat. | 
` Să se construiască un cerc tangent la un cerc dat și la o dreaptă 
dată într-un punct dat. 


Fie punctele A, B, C, D formînd o diviziune armonică pe o 
dreaptă CA. z 'şi O si O' mijloacele lui A B, respectiv CD. 
p CB DB PEL. 

Cercurile 45, Top cu diametrele AB si CD se intersectează 
în I şi I’. Să se demonstreze cá OC-OD = 0B?, 0'A-0' B = 
= 0'C?, cá cercurile Dup si Pop sint ortogonale si că IC e 
bisectoarea X.A1B, iar IB e bisectoarea «CID. 


Dacá distantele de la un punct M situat în unghiul ACB, . 


la virfurile unui triunghi echilateral A BC sint in relaţia MA -+ 


+ MB — MC, atunci punctul M se află pe cercul circumscris 
triunghiului ABC. 


Fie în triunghiul ABC, BC = asi AB -+ AC — b--c(a si 


b -+ c date) si se cere sá se arate că: , | 

a) Proiectia bisectoarei AD pe una din laturile unghiului BAC 
nu depinde decit de a si b+ c. | 

b) Produsul perpendicularelor coborite din B şi C pe bisec- 
toarea exterioară a unghiului A depinde si el tot de a şi 
de b+ c. ij 


Sá se demonstreze cá ín orice trapez ABCD (AB si CD sint 
bazele este adevărată relaţia . | 


ACi— BD?  DC+AB l 
BŒ — AD DC— AB 


Să se demonstreze că produsul distanțelor de la un punct M 
de pe cercul circumscris unui patrulater ABCD înscris în 
cerc, la două laturi opuse ale acestuia, este egal cu produsul 
distanțelor de la M la celelalte două laturi. 


„Să se arate că în orice patrulater circumscris unui cerc, ra- 


portul dintre pătratele distanțelor de la centrul cercului la 


două virfuri-opuse este egal cu raportul produselor laturilor 


„care se intersectează în aceste viituri. 
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f 
Să se arate că ín orice patrulater circumscris unui cerc dreapta 
care uneşte mijloacele diagonalelor trece prin centrul cercului. 


Într-un cerc de centru O se duc două coarde AB gi CD care 
se intersectează în punctul E. Prin E se duce o perpendicu- 


lará la dreapta OE care taie pe AC in M si pe BD în N. Sá 


se demonstreze cá EM = EN. 


Fie cercul de centru O, douá puncte fixe A si B pe el si o 
coardă DG a acestui cerc. (A si B sint de aceeași parte a 
coardei). Pe arcul DG (cel pe care nu se aflá A si B) se ia un 
punct arbitrar C şi se notează cu E şi F intersecțiile drepte- 
lor CA si CB cu DG. Sá se demonstreze cà 


DE -FG 
EF 


= constant. 


Se dá un cerc de centru O si un diametru AB al său; prin A 
şi B se duc tangente la cerc care sînt tăiate de o coardă MN 
a cercului în E şi F. Dreapta BM taie tangenta AE în D. 


. Sá se demonstreze că 


| 


AD? AB! 


j DE BF > i 


Ld 


Sá se demonstreze cá in orice triunghi A BC, picioarele E, F: 
a douá bisectoare interioare si piciorul D al bisectoarei 
exterioare a celui de-al treilea unghi sint in linie dreaptá. 


SeYdă triunghiul ABC şi cercul sáu circumscris. Prin A, B 
si C se duc tangente la cerc piná la intilnirea cu laturile opuse, 
obtinindu-se astfel trei puncte. Sá se demonstreze cá aceste 
trei puncte sint coliniare. 

Fie Ig si Pg cercurile de centru IB şi C si de raze BI si CI, 
unde Z este intersecţia bisectoarei din A cu latura BC in 
triunghiul ABC. Sá se demonstreze relatia AE.AF = AT, 
unde AE si AI sint tangentele din A la Tg si Te. 


` Fie AL, BI, CI trei ceviene concurente ín 7, in triunghiul 
ABC. Sá se demonstreze cá dreptele A'M,, B'M; si C'M; ` 


sint concurente ; M,, Ma Ma sint mijloacele cevienelor, iar 
ae Bu mijloacele laturilor opuse virfurilor A, B, C. 
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94. 
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55; 


36. 
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.Notám (My; Ni=4N Ur (Ma, Ni = tg: 


Se consideră două cercuri concentrice, Ia, Iy de raze R și 
r şi două puncte A, B în planul lor. Se cere să se ducă o 


tangentă la T, pe care Ip taie coarda MN, astfel ca AMIBN. 


Se consideră două cercuri concentrice Pp, P, de raze R si 
AU < R), două tangente oarecare /, si ly la T7 si d o dreaptá 


in plan. 

(| 14. = 
= MM, Nd, (Bj — NN N d, LL MN rra, Ly = 
= MAN, Nd. Din 1, si ja se duce o tangentă la I, pe care 
Ta taie segmentele M4N,, si M, M,N,. Sá se arate cá MMA! 
|N, INN MM, || NN, si că punctele A, My, M, si B, Na Na 
sint coliniare. à; 
Să se demonstreze cá ortogonalitatea diagonalelor unui pa- 
trulater si egalitatea sumelor pătratelor laturilor opuse sint 
proprictah echivalente. | 
Ccnditia necesară şi suficientă ca un patrulater să fie paru e- 
logram este ca suma pătratelor laturilor să fie egală cu suma 
pătratelor diagonalelor. 


Să se arate că singurul punct din interiorul unui triunghi care 
imparte cevienele ce trec prin el în același raport, este bari- 
centrul triunghiului. 


Se proiectează M şi N pe laturile unghiului XOY in M’ 
si M", respectiv N’, N”. Sá se arate că o condiţie necesară 
$i suficientă pentru ca OM şi ON să fie simetrice faţă de 
bisectoarea + X0Y este ca MM'-MM" = NN'.NN” şi să se 
deducă, de aici, că dacă într-un triunghi A BC dreptele AA”, 
BB', CC’ sint concurente, atunci simetricele lor față de bi 
sectoare sint de asemeni concurente. 


„Fie A ABC și Me BC, NeCA, PeAB. Să se arate că 
perpendicularele în M, N, P pe BC, CA, AB sînt concurente 
"dacă sj numai dacă MB? — MC? + NC? — NA? + PA? — 
—PB2 = 0. | = 

“Fie A ABC şi A A'B'C'. Să se arate că perpendicularele 
din A, B, C pe B'C'; C'A', A'B' sint concurente dacă si 


numai dacá perpendicularele din.A', B', C' pe BC, CA, AB 
sint concurente. - 
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Fie A”, B', C' picioarele bisectoarelor interioare in A ABC 
(A' e BC etc.). Sá se arate că perpendicularele MA, B oc 
pe BC, CA, AB sint concurente dacá si numai dacá A ABC 
e isoscel. 


În trapezul ABCD (AB || CD) se ia PEAD şi Qe BC, 
astfel ca AQ || CP. Să se arate că PE | DO. 
Fie paralelogramul ABCD. Se consideră cercul circumscris 


triunghiului ABD care taie pe BC în E, pe CD în E şi pe 
CD in F. FieG e BF( AD și He DE f AB, Ie BF (DE, 


iar paralela prin G la AB taie paralela prin H la AD in K 


Să se arate că A BIE ~ A BIF, ABIH ~ A DIG, EF|GH, 
punctele 7, C, K sînt colineare şi că B, D, G si H sint con- 
ciclice. 


Pe laturile AB, AC ale; A ABC se construiesc in exterior 
paralelogramele arbitrare ABDE si A € FG. Fie He DE f) 


f) FG si BI, CJ egale $i paralele cu AH si de aceeasi parte 
cu A faţă de BC. Sá se arate că aria patrulaterului BIJC 
este egalá cu suma ariilor paralelogramelor construite. Ce 


„se intimplá cînd + A = 90°? 


Log 


Un triunghi isoscel BCM ale cárui unghiuri de la bază B si C 
sint egale si constante, se deformează, cu condiţia că B si C 
să rămînă pe un cerc fix dat si latura BM se rotește în jurul 
unui punct fix A. Se cere locul lui M. | 


prem V, 3 
Sá se arate tá dreapta lui Simpson (determinatá de proiec- 
fille unui punct M al circumferinței circumscrise A ABC 


pe laturile triunghiului) este la egalá distantá de punctul M 
si de ortocentrul triunghiului. 


Dacă prin vírfurile unui triunghi se duc trei drepte făcînd, 


' jn același sens de rotaţie, unghiuri de 60? cu laturile o use, 
in acelas He, 


să se arate că aceste drepte formează un triunghi egal cu 
primul. | | pM S 
Sá se arate cá douá coarde A B si AC ale unui cerc de centru O 


determiná pe diametrul perpendicular pe BA douá puncte 
conjugate arinonic faţă de capetele diametrului. 


br 


i Lk fs 
Sá se demonstreze cá în triunghiul ABC in care A = 2 B, 
i : 2. : i e 
laturile satisfac relaţia a? — b? = be si reciproc (a, b, c sint 
lungimile laturilor). Ex a Abe 


* A4: 
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Se dà cercul (C) si un triunghi isoscel ABC, (AB == AC) 
îrful A se duce o secantá variabilà care 


înscris în el; prin v varial e 
nghiului in D. Sá 


intilneste cercul (C) in E si baza BC a triu 
se demonstreze cá: 
a) AB este media geometrică a segme 


b) Simetricul F al lui C față de AE este pe dreapta EB; 


ntelor AE si AD; 


A 


c) Sá se gáseascá locul geometric al punctului F cînd punctul 
E descrie cercul (C). 

Să considerăm un diametru AB si o coardá MN in cercul de 

centru O. Dreptele AM si BN se intersecteazá in P, iar. drep- 

tele BM si AN în Q. Sá se demonstreze cá PQ | AB. 

Se prelungeste mediana AE a triunghiului ABC cu o lungime 

ED — AE si latura BC cu o lungime CM = CB gi se cere: 


a) Sá se afle punctul de intersectie al medianelor triunghiului 
A DM S j l H x 

b) Sá se aflé rapoartele dintre laturile triunghiului ABC si 
medianele triunghiului ADM ; l ' 

c) Să se compare laturile triunghiului ADM cu medianele 
triunghiului ABC; 2 | 

d) Sá se arate cà perimetrul unui triunghi este cuprins intre 
suma lungimilor medianelor si dublul acestei sume şi că 


suma lungimilor medianelor este cuprinsă între semi- 
perimetrul şi perimetrul HERE 


Fie AB si CD douá segmente egale. Sá se arate cá dreapta 
care uaeste mijloacele segmentelor AC si BD este paralelă 


„cu bisectoarea dreptelor suport ale argumentelor date. 


Se dá un cerc de centru O si de diametru AB si un punct oare- 
care C pe cerc. Notind cu D si E centrele cercurilor circum- 
scrise triunghiurilor AOC si COB si cu M = AD (BE, se 
cere să se demonstreze cá : a À | 


a) Punctul M se află pe cercul dat; 


b) MC || AB; 


c) Poligonul OECDM este inscriptibil. 
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astfel ca tsiopghioriles MBC, MCA, MAB: 


Se dá un cerc si un punct fix B pe el. O tangentă mobilă la 
cerc, in C, intilneste tangenta din B.in punctul A. Se cere: 


a) Locul geometric al centrului cercului circumscris tri- 
unghiului ABC; 


b) Locul centrului înscris în acelaşi triunghi și al cercului 
exînscris corespunzător punctului A. 


c) Locul geometric al ortocentrului triunghiului ABC. 


Să se găsească locul geometric al intersecţiei medianelor în 


triunghiul A BC cînd vîrful A descrie o dreaptă a din planul 
său. 


Se dau, un cerc de centru O, două puncte A şi B diametral 
opuse pe el, un punct variabil D pe cerc şi un punct C fix 
pe dreapta AB, exterior cercului. Prin A se duce o paralelă 
la BD care intersectează pe CD în M, iar prin B se duce o 
paralelă la AD care intersectează pe CD în P. Se cere: 


a) Sá se arate că paralelele prin M. si P la OD intersecteazá 
dreapta AB in douá puncte fixé; 


b) Să se afle locul geometric al punctelor M si P. 


Se notează cu D piciorul bisectoarei interioare a unghiului A 
pe latura BC in A ABC si cu E intersecţia aceleiași bisec- 
toare cu cercul circumscris A ABC. Se cere sá se demonstreze 
că EB este tangenta la cercul circumscris A ABD si EC 
tangentá la cercul circumscris A ACE. 


Intr-un „patrulater oarecare se duc paralele prin mijloacele 


fiecărei diagonale la diagpnala cealaltă, care se întîlnesc 
în O. Unind O cu mijlocul fiecărei laturi, să se arate că pa- 
trulaterul dat se împarte în patru părţi echivalente. 


Se dă un paralelogram ABCD şi un punct interior Pp si se cere 
să se demonstreze : 


a) Spag + Spop = Spab + Sec; 


b) Sp4c = | Spap — SPAD ; 
c) Ce devin rezultatele de la a) si b) cind punetul P este 
exterior ? 


Să se găsească într-un triunghi ABC un punct interior M, 


113 


CE Scanned with OKEN Scanner 


a) Sá fie echivalente ; 
b) Sá aibá ariile proportionale cu trei numere date m, n, p. 


78. Sá se împartă un hexagon regulat in trei părți echivalente 
prin două: drepte paralele cu o latură. 


-79. Sá se arate că suma distanțelor unui punct interior unui 
poligon regulat, la laturile acestuia, este constantă. 


90. Pe o dreaptă (d) se iau două segmente AN și MB, consecutive 
de lungimi a, b, ṣi pe ele (ca laturi) se construiesc, de aceeași 
parte a dreptei, triunghiurile echilaterale AMC şi BMD. 

`> Se cere să se afle aria patrulaterului ABCD. 


2. GEOMETRIE ÎN SPAŢIU 

A. in principiu, problemele de geometrie in spatiu ar trebui 
sá aibá un grad de dificultate in plus in raport cu cele de geometrie 
planá, datoritá, in primul rind, structurii mai complexe a figurilor 
J bidimensionale şi datorită faptului cá desenul figurilor in spațiu 
. este îngreunat de reducerea unei dimensiuni de la original la ima- 
ginea de pe foaia de hîrtie. Astfel, de exemplu, figurile care contin 
drepte neconcurente si: neparalele (strînse) reprezentate prin 
mijloacele desenului- perspectiv, apar foarte deformate si, mai ales, 
nu se pot desena nemijlocit unghiurile lor. 

În practica concursurilor de admitere, dificultatea proble- 
melor de geometrie în spaţiu nu este mai mare ca a celor de geo- 
metrie plană, întrucît, de regulă, nu se cere demonstrarea de pro- 
prietáti ale figurilor, tridimensionale, ci evaluarea măsurilor dife- 
ritelor elemente ale figur.lor (lungimi de segmente, arii, volume). 
Numărul teoremelor care trebuie să constituie „bagajul“ de cu- 
nostinte ale candidaţilor este mai mic decit în cazul geometriei 
plane, iar proprietăţile de demonstrat, puţine, cite se cer, se reduc 
la studiul lor într-un plan al figurii. 

Cu toate acestea, și această categorie de probleme constituie 
un factor puternic de triere a candidaţilor, întrucît tendinţa de 
utilizare a observaţiilor „pe figură“ semnalată şi mai înainte con- 
stituie, aici, o sursă și mai importantă de erori. 

În majoritatea “problemelor de concurs din acest domeniu 
rezultatele se obţin prin utilizarea relaţiilor metrice din triunghiul 
dreptunghic si a teoremei celor trei perpendiculare. O mare atenţie 

i j 
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trebuie acordalà insusirii corecte a noliunilor $i definitiilor ele- 
mentelor fundamentale, cum Sint: cele de definire a planului, 
unghiul planelor, unghiul dreptelor necunoscute, perpendicula- 
ritatea, paralelismul etc. 

Tinind seama de specificul problemelor de concurs, la geometria 
in spatiu, o pondere insemnatá o are cunoașterea „pe dinafară“ 
a formulelor care dau ariile şi volumele diferitelor corpuri geome- 
trice şi, în special, a acestor elemente pentru corpurile de rotaţie, 
În rest, aceste probleme, ca şi cele de geometrie plană, implică 
aceeași forță de analiză si aceeași rigoare în demonstraţie. 


B. PROBLEME PROPUSE 


1. Fie un triunghi ABC si un plan P fixe $i un punct S mobil, 
„ neapartinind nici planului P nici celui in care se află A ABC; 
Să se arate că dreptele ad, ac, bc, unde a, b, c, sint intersectiile 
dreptelor SA, SB, SC cu planul P, trec prin trei puncte fixe. 


2. Fie un triunghi ABC cu virfurile B $1 C fixe, iar virful A 


mobil pe o dreaptá oarecare D in spatiu. Sá se afle locul geo- 
metric al centrului de greutate al triunghiului 4BC. 


3. Sá se determine proiecția unui punct P egal depărtat de 
virfurile A ABC, pe planul acestui triunghi, dacă: 
a) A ABC este echilateral ; | 
b) A ABC este isoscel ; 
c) A ABC este dreptunghic în A. 


4. Sá se determine unghiurile fetelor unui tetraedru regulat. şi 
distanţa de la centrul tetraedrului la feţele lui. a 


5. Se considerá un triedru dreptunghic OA BC si o dreaptá OP 
in interiorul acestui triedru. Se cere sá se arate cá: 


a) Suma unghiurilor drepte OP cu OA si OB este mai mare 
2 C o . 1 
ca 90; 


b) Suma unghiurilor dintre OP si planele triedrului este cel 
- o i 
mult egală cu 90°, 


6. Să se arate cá dacă o sferă este tangentă la toate.muchiile 
unei piramide triunghiulare, atunci- această piramidă este 
regulată dacă centrul sferei se află pe înălțimea piramidei. 

Us | a. ei, 
o 
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AB si CD fiind două segmente in spaţiu, iar M si N mij- 


SIR 1—LA BEN TT] 
loacele lor, sá se arate cá MN < = (AC + BD), MN « = 


(AD + BC). | 
Se consideră prisma dreaptă ABCDEFGH cu raza unui romb 
ABCD avînd diagonalele AC = 2a și BD = au. Pe muchiile 
laterale de lungime AE = 4a se iau segmentele AA” = 3a. 
CC' — a. Sá se arate că A A'FC' este dreptunghic, cá pla- 
nul A'FC' trece prin D şi să se calculeze aria totală şi volumul 
prismatoidului avînd bazele ACBD si A'FC'D. 


Fie prisma dreaptă ABCA'B'C' avind baza un triunghi 
echilateral de latură a. Pe muchiile BB" si CC” se iau seg- 
mentele BD = x, CE = y. Se cere determinarea condiţiei 
pentru ca A ADE să fie dreptunghic in D ; în această con- 
ditie sá se determine, ca funcție de rx, volumul limitat de su- 
prafata laterală a prismei si de suprafețele ABC si ADE. 


„Fie. OABC un tetraedru şi A,e ÖA, B,e OB, C,e0C, 


Aze BC, (CB, etc. Sá se arate că dreptele AA, BB, 
și CC, sint concurente. 


Pe muchiile laterale ale prismei triunghiulare regulate de 
latură a și înălţime b se iau punctele M, N, P, astfel ca A,M = 
= MA, 3 BN = NF si C,P = 3 PC. Să se determine un- 
ghiul planelor ABC si MNP, distanțele de la A, B, C la 
planul MNP, aria A MNP si să se arate că planul MNP 
es siera circumscrisá prismei date după un cere mare al 
sferei. și 


Considerăm piramida dreptunghiulară VABCD în care 
muchia VA este şi înălțime. Se duce AM | VB si AN | VD. 


— 


Notind AB = a, BC = b, AV — c se cere sá se arate cá 


CV L planul (AMN), sá se calculeze perimetrul sectiunii 
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in piramidá prin planul (AMN) si sá se calculeze unghiul 
planelor ABCD, şi AMN, in cazul a — c, b — cy2: 


Sá se calculeze -volumul unui tetraedru in functie de laturile 
bazei si unghiurile fácute de fetele laterale cu planul bazei. 


Pe piramida triunghiulará regulatá ca latura bazei a si un- 
. X . w L-À > 
Shiul dintre fete si bază q, Să se calculeze volumul si aria 


laterală a piramidei. 


> 
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Într-o piramidă patrulateră regulată, unghiul fetelor cu baza 
este « şi latura bazei a. Prin muchia bazei se duce un plan 


inclinat cu unghiul f faţă de planul bazei. Sá se calculeze aria 
secțiunii determinată de acest plan în piramidă. 


Fie piramida SA BC avind baza unui triunghi echilateral A BC 
de latura a si muchie SA = 2a perpendiculară pe planul 
bazei şi se cere să se calculeze volumul și aria totală a pira- 


midei si la ce distanţă SA' = x de S trebuie sectionatá pira- 
mida cu un plan paralel cu baza, astfel ca volumul triunghiului 


: yb Es Se 19 s EG s Po 
de. piramidă obţinut sá lie — din volumul fpiramidei mici. 


Se considerá piramida triunghiului VABC cu baza ABC 
triunghi isoscel (AB = AC = a) si VA pe ABC, VB — a. 
Pe muchiile BC si AV se iau punctele M si N- asa fel ca 


bi: lonas cp loc i a 
BM — — BC si AN — — AV. Sá se calculeze muchiile pira- 
3 3 


midei si segmentul MN $i să se demonstreze că MN | AV, 


MN zÆ: A Y 


Un tetraedru e seclionat cu un plan paralel cu douá muchii 


opuse. Sá se arale cà secliunea e un paralelogram și:să se 


determine modul de seelionare asa fel ca aria paralelogra- 
mului sá fie maximá. $ i 


Fie SABCD o piramidă patrulateră regulată cu virful S 
şi M, N, P mijloacele segmentelor DA, AB si SC. Să se 
determine aria secțiunii determinată :în piramidă de pla- 
nul MNP în funcție de latura bazei a si înălțimea piramidei h 
si sá se arate că planul MNP sectioneazá piramida în două 
corpuri de volum egalé. | 


> 
Sá se caleuleze aria laleralá, -aria totalá si volumul unei 
piramide regulate cu n laturi cunoscind raza e a sferei in- 
scrise în piramidă și unghiul « de la vîrf al unei fete laterale. 


Să se calculeze aria laterală, aria totală si volumul unei- pi- 
ramide regulate cu n laturi cunoscind raza p, a sferei cir- 
eumscrise piramidei si înclinarea « a feței laterale pe bază. 
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Într-o sferă se înscrie un cilindru circular drept avind aria 
laterală egală cu jumătate din aria sferei. Se cere raportul 
între înălțimea cilindrului şi raza lui, raportul dintre volu- 
mul cilindrului şi al sferei, precum și raza sferei cînd se dă 
aria totală a cilindrului (caz particular S, = 247 cm?). 


Unei sfere de rază R i se circumscrie un con circular drept 
ale cărei generatoare fac cu planul bazei unghiul de 60°. 
Să se calculeze raza cercului de contact dintre con și sferă 
şi raportul dintre ariile celor două calote în care acest cerc 
îm parte sfera. 

Unei sfere de rază r i se circumscrie un trunchi de con și 
acestuia o sferă de rază B. Știind că razele bazelor trunchiului 
de con sint R, si Ra (R, < Rə), să se exprime R ca funcţie 
de r, R,, R,, sá se calculeze distante intre cercurile celor douá 
sfere si sá se arate cá raza p a cercului de contact dintre sfera 
micá si suprafata lateralá a.trunchiului de con este medie 
armonică între R, si Ra. z | Ă 

Într-un paralelipiped dreptunghic aria bazei este 4 cm?, 
iar suma dintre semiperimetrul bazei si înălţime este tu 10 cm 
mai mare decît înălțimea. Se cere să se afle dimensiunile 
paralelipipedului, astfel ca aria lui totală să fie maximă. 


3. GEOMETRIE ANALITICĂ 


Să se scrie ecuaţia cercului trecînd prin mijloacele laturilor 
unui triunghi. Să se arate că acest cerc trece prin picioarele 
înălțimilor și mijloacele segmentelor cuprinse între virfuri 
și ortocentru (Cercul Euler). | 


“Două culturi A si B ale unui C.A.P. trebuie să ocupe cel 


mult 400 ha, astfel încît cultura B să nu depăşească cu mai 
mult de 100 ha dublul culturii A. Știind că beneficiul realizat 
pe un hectar din cultura A este un milion lei, iar cel realizat 
P. un hectar din cultura B este de două milioane lei, sá se 
planifice cele. două culturi astfel, încît să se realizeze bene- 
ficiul maxim. | 
Í 

Se cere ecuati i cer e să fi 
nu ecuația unul cerc. care să fie tangent la bisectoarea 

la in punctul 7 (2,2) si care sá taie pe OX un segment 
de lungime egală cu 2, j 
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Se cere locul geometric al centrelor cercurilor față de care un 
punct dat are o putere datá si care taie ortogonal un cere dat. 


Se cere ecuaţia cercului ortogonal cercurilor x2 -+ y? — 6z — 


+ — 15 = 0, £? + y? + 2y — 15 = 0 şi care trece prin punctul. 


de coordonate (5, —4). 


Se cere ecuaţia tangentelor comune cercurilor 
(@— 2} + (y — 0? — 1; (14 24 (y + 1)2=09. 


Se consideră un cerc de diametru AB. Prin punctul C, luat 
arbitrar pe AB, se duce o perpendiculară d pe dreapta AB. 
Prin A se duce o dreaptă variabilă care intilneste pe d in P 
şi cercul in H. Dreapta BH intilneste pe d în Q, iar dreapta 
QA intilneste cercul in K. Ta 

Se cete : | 


a) Să se arate că produsul CP-CQ este constant; 


b) Sá se arate că P, K, B sînt coliniare; 


c) Sá se arate că dreapta HK trece printr-un punct fix. 


Printr-un punct O al unui cerc se duc coardele OA, OB, OC 
la întimplare. Să se arate că cercurile construite pe OA, 
OB, OC ca diametri se taie două cite două în trei puncte 
coliniare. 


Se dau punctele A (0,7), B(—2, 0), C(4, 0) si fie DA, 0) va- 
riabil. E | 


a) Sá se scrie ecuajia/cereului ABC; 


b) Sá se scrie ecuaţiile cercurilor care trec prin B şi D tangent 
in B la AB, respectiv prin C si D tangent la AC in C; 


c) Sá se găsească locul geometric al intersecţiei cercurilor 
de la b) cînd A este variabil. 


Fie cercurile de ecuaţie a? + y? — Ga = 0 şi a? + ji it 
= 0. O dreaptă variabilă care trece prin origine intersec- 
teazá cele douá cercuri in punctele P si Q. 


a) Sà se arate cà tangentele in P si Q la cele douá cercuri 
sint paralele ; | 


b) Sá se afle locul geometric al mijlocului segmentului PQ. | 


Y 
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Se considerá o hiperbolá si un punct P in planul acesteia. 

Sá ducem prin P paralele la asimptotele hiperbolei. Fie M 

si N punctele de intersecţie ale acestora, paraleie cu hiper- 

bola. 

a) Care este locul geometric al punctelor P care au proprie- 
tatea cá dreapta MN trece prin centrul O al hiperbolei ; 


b) Care este locul geometric al punctelor P pentru care 
dreapta MN este paralelá cu una din axele hiperbolei. 


Fie date un punct O si o dreaptă (A), fixe, iar punctul B fix 

pe (A). Punctele A si C sînt variabile pe dreapta (A), astfel 

ca OB să fie bisectoare a unghiului AOC. 

a) Sá se găsească locul geometric al intersecţiei paralelei 
prin A la OB cu perpendiculara lúi C pe OB ; 

b) Sá se gáseascá locul geometric al intersecfiei paraielei 
- prin C la OA cu paralela prin A la OC. 


Pe parabola y? — 2px — 0 se iau punctele mobile M si N. 
Normalele la parabolá in aceste puncte se intersecteazá in 
punctul P. Se cere: a) Sá se arate că dacă dreapta MN trece 
printr-un punct fix I situat pe axa parabolei, atunci locul 
geometric. al punctului P este o parabolă; b) Cum trebuie 
“luat punctul I pentru ca parabola lor geometrică să treacă 
prin focarul primei parabole ? | 

Sá se determine locul geometric al punctului care are proprie- 
tatea cá tangentele duse din el la o parabolá determiná pe 
tangenta in virful parabolei un segment de lungime datá. 


Prin focarul parabolei y? — 2px — 0 se duce o coardá AB 
care face unghiul a cu axa Oz. Se cere: 
a) Sá se demonstreze relația AB sin? «= 2p; 
b) Dacá prin focar sé mai duce si coarda CD perpendiculará 
i v - l m 1 I 
pe 4B, sá se arate cà — uei = ca 
í AB CD 2p 
c) Dacă CD are o direcţie 'arbitrará, să se găsească locul 


mee al punctului de intersectie a dreptelor AD si 


In triunghiul ABC notám cu Hu, Ha Ho A.B, C şi M, 
Ma, Mg respectiv picioarele înălțimilor duse toate din A. Sá 
se demonstreze că dreptele A'M,, BM», C'M, sînt concurente. 
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Prin punctul A(0, —«) se duce o dreaptă variabilă d si se 
cere simetrica à a axei Or falá de d și locul geometric al 
intersecţiei dintre ò si perpendiculara din P pe d. 


Prin A(0, —a) se duce o dreaptă variabilă A si notăm I = 
= Oz Q A. Fie d | Al, led, 3| IA, Oe si d' matricea 
lui 8 faţă de prima bisectoare a sistemului de coordonate 
xoy’. Se cere sá se demonstreze că {X} = d (^) d'. 


Dreptunghiul ABCD are perimetrul constant si AB, AD 
fixe ca directie. Se cere locul lui C si sá se arate cá perpen- 
diculara din C pe diagonala BD :rece printr-un punct fix. 


In A ABC se duce dreapta variabilá D prin A si se considerá 
K € AB arbitrar {I} =D (^ CK, IL = BCN) IM, IM |[AB, 
{M} = D ( KL. Se cere 1M}. | 


Considerăm A ABC si I un punct in planul sáu, {Aù = 
= BC (YIK; TK: LA. (By = CA N IL, IL | 1B, 4C' = 
= AB (^ IM, IM | IC. Sá se demonstreze că At e IC! 
sint coliniare. i 


Fie Di, Da, D; trei drepte paralele şi A, B e D}, fixe. O dreaptă 
oarecare D taie pe D, în Q şi pe D, în P. Se cere: 
{X} = AP N BQ cînd D se deplasează paralel cu o poziţie 


a ei. : 


Într-un punct al diametrului AB al unui cere T se duce o 
perpendiculară D si considerăm M e D, {N} = P (1 AM, 


: {P} = T () BM. Sà se arate cá AM, AN — const., BM. 


„e BP- const., (X1 = PN N AB e constituită dintr-un singur 


24. 


DE 


ct 
*. 


- A,B, sint concurente, la fel ca si AP, BO, A,B 


punct si cà AP N BN e D. 


Se dá cercul F de diametru AM si o dreaptá D| AB, Ce 


eD (AB, CEAB si o secant à variabilă 3 (A e 38), Me 
eà(1D, Pe8(] '. NeBP(1D, QEAN (Y. 

Sà se arate cà CM, CN — const., cá N, Q. B sint coliniare 
si cá dreptele PQ (cind 3 variazá), trece printr-un punct 
fix [8 (^) PQ are un singur.punct]. l 


Se consideră dreptele paralele D,, Da, D, si D o secantá a 
ior. Notám Pe D,(1D, Qe D (| D, A, Be Dp A e D, N 


NAN, AED: N AK AK | D, Bj e D, (| B —, B, e D,(^) 


(| BL (BL | D) Sá se demonstreze că dreptele AQ, BP, 


1" 
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Fie punctele A(a, 0), B(0, b), efg. 7) I mijlocul lui OL si G 


, baricentrul A OA B. Sá se demonstreze că 8(AT* + BI?) = 


9(AG? + EG?) = 5AB*, sá se alle X = {IM AN GN | IM 
Ox, GN Oy? cînd a, b variază cu restriclia a? + b? = constant 
si sá se calculeze aria S generatá de AB prin rotirea in jurul 
axei OP (OP | OE) din planul x0y, în funcţie de d, b si sá 
se calculeze, de asemenea, in funcţie de «a, b, volumul cuprins 
între aria S şi două plane paralele duse prin A si B perpen- 
diculare pe OP. 

Se consideră pătratul OA BC cu O fix si A descriind o dreaptă 
D. Să se găsească {B}, {C} si (0,5 (0, fiind centrul pătratului), 
să se scrie ecuaţia cercului I circumscris pătratului, sá se 
afle locul intersecţiei tangentelor în O şi A la I si să se calcu- 
leze volumul corpului generat prin rotirea pătratului OA BC în 


jurul unei axe din planul său, perpendiculară în O pe dia- 


gonala lui. 

Se consideră punctul A(0, a) şi o secantă variabilă prin A, 
care taie pe OX în P. Se ia pe Oy punctul Q, astfel ca OQ — 
— OP gi se cere sá se arate cá perpendiculara QN din Q pe 
Ap taie pe Oz într-un punct fix. Să se calculeze (QN N AP}. 
Se dau pe o axă punctele A(a), B(b), C(c). Se cere M(x) din 
condiţia MA", BC+ MB'".CA + MC".AB = 0. 

Într-un triunghi se duc, din piciorul unei înălţimi, perpen- 
diculare pe laturi şi pe celelalte înălțimi. Să se arate că cele 


“patru puncte obţinute sint coliniare. 


Se-dau punctele A(0, 7), B(—2, 0), C(4, 0), DO, 0). Sá se 
serie ecuaţia cercului ce trece prin A, B şi C, ecuaţiile cercu- 
rilor T, si I, care trec prin B si D, tangente in B la AB si 
respectiv prin C si D, tangent la AC in C si sá se găsească 
(T, f^) Ca! cînd A variază. | 

Se dă A ABC si De BC. E e BC si se duce FG || BC si se 
duc dreptele DG si EF. Se cere (DG (^) EF]. 


Se dà cercul T de centru O si o coardă AB a acestui cere. 
Se duce tangenta CG la cerc si bisectoarea CM a unghiului 


ACG format de coardá si tangentá, apoi din O, se duce 


OM | CM. Se cere locul geometric al lui M. 


Sá se găsească locul intersectiilor diagonalelor dreptunghiu- 
rilor inscrise intr-un triunghi. 
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Un triunghi variabil ABC care răm îne asemenea cu el însuși, 
se rotește în jurul lui A în timp ce B parcurge dreapta fixă 


^ 


XY. Se cere locul geometric al lui C. 


Fiind date puncte A si B, numerele m si n sio lungime con- : 


stanti K, se cere locul geometric al punctului C, astfel ca 
m CA? + n CB? = K?, 


4. PROBLEME DE CONCURS 


Se dà dreapta D de ecuatie 4x — 3y — 12, care intersecteazá 
axa Ox in punctul A. 


a) Sá se gáseascá ecualia cercului tangent axei Oy si dreptei D 
in punctul A, cu centrul in primul cadran ; 


b) Sá se găsească lungimea corzii care uneste punctele de 
 tangentà ale cercului cu axa Oy şi dreapta D; 


c) Sistemul format de dreapta D şi cerc se roteşte în jurul 


diametrului cercului care trece prin punctul B de concu- 
rentá al dreptei D cu axa Oy. Să se calculeze volumul 
cuprins între sferă şi conul tangent ‘sferei, generat de 
tangenta la sfera ce trece prin B. 


Fiind date în plan punctul -M şi dreptele D, si Da să se con- 
struiască un triunghi echilateral MAB la den A sá fie pe Di, 
iar B pe D,. Discuţie. 


'  (Matematicá, Craiava, 1966). 
Pe laturile triunghiului ABC se construiesc trei triunghiuri 


echilaterale ABF, BCD, ACF, cărora se circumscriu cercu- 
rile O,, Oz, Oz. Se se arate că: 


a) Cele trei cercuri au punct comun O şi unghiurile AOB, 
BOC, COA sint-egale ; 


b) Punctele C, 0, E respectiv 4, O, D sint coliniare si AD= 
= CE; 


c) B, C fiind fixe, jar A variabil in. plan, sá se determine. 


locul geometric al punctului 0; 
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d) Razele cercurilor 0,, 0;;. Os sînt egale atunci | și numai 
atunci cînd A BC este echilateral. 


Într-un sistem rectangular de coordonate se dau punctele 


fixe A(a, 0), B(b, c) si “punctul I(k, 0) care parcurge axa Oz. 


- Se cere : i 


a) Ecuația cercului tangent in O la OB și care trece prin £; 
ecuaţia cercului tangent în A la AB şi care trece prin 7; 


b) M fiind al doilea punct de intersectie al celor douá cercuri 
de la a), sá se arate cá dreapta IM trece printr-un punct 
fix; 


c) Să se regăsească locul de la punctul c) pe cale de geo- 


metrie dementari E 


Se dá dreapta d perpendiculară: pe planul P si o dreaptă & 


din plan. 


a) Să se arate că orice punct de pe d se proiectează pe k in 


acelasi punct B; 


b) Sá se gáseascá locul geometric al punctului B cind dreapta 
k se roteşte” în jurul unui punct fix A al său. 


— 


-AMateinatiei Cr: aiova, 4 96 7) 


Triunghiul ABC are unghiul A de 60°. BD Si CE sint înăl- 
timi, iar Al este biséctoare interioará. Dreptele BD, CE 
si AI formează triunghiul 4,B,C,. Fie S un punet de pe la- 


tura A;C, (între A, si C). Din S se düce perpendiculara SQ: 


pe A B. care intersectează prelungire lui B4C, in T. Se cere: 
a) Sá se arate cá triunghiul SC,T este e 


b) Sá se demonstreze cá als 10+ ES = AD, unde M 
este mijlocul lui ST ; 


c) Sá se güseascá locul geometric ET lui M cînd S descrie 
interiorul segmentului “A „Ca 


Se dau punctele A(a, 0), B(0, b) si dreapta 1 gu Ds 
Se cere: | 


a) Să se serie ecuaţia unei drepte d care trece prin A, a unei 
J, drepte d' cé trece prin B; | 
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b) Să se scrie condiţia ca dreptele de la punctul a) sá fie 
concurente cu dreapta y = nz; 


c) Dreapta d táind pe Oy in A' si d' táind pe Ox in B', sá se 


arate cá dreptele A'B' formează un fascicol, conditia 
de la punctul b) fiind îndeplinită ; 


d) Să se găsească locul geometric al virfului fascicolului de 


la punctul c), cînd dreapta y = ma se rotește in jurul 
originii. 


- - (Matematică, Craiova, 1968). 


Într-un punct exterior A al unui cerc de rază r se duce O 
tangentá AB la cerc si o secantá ADC. Stiind cá secanta se 
allă la distanţa d de centrul cercului, iar unghiul dintre 
secantă şi tangentă este a, să se afle aria triunghiului ABC. 


(Electrotehnică, Craiova, 1966). 


Se dá un cerc de diametru AB. Prin punctul C, simetricul 
lui B fafá de A, se duce o perpendiculară d pe dreapta AB. 
Prin A se duce o dreaptă variabilă, care intilneste pe d in P 
şi cercul in N: Dreapta întilneşte pe d in Q, iar dreapta OA 
intilneste cercul in K. Se cere: 


a) Sá se arate, prin geometria elementară, că produsul 
CP-CQ este constant; 


b) Să se arate, prin geometrie analitică, cá : 


,— P, K,- B sint coliniare; ; 
— Dreapta NK trece printr-un punct fix. 


(Matematică, Craiova, 1969). 
Un dreptunghi, avînd perimetrul de 24 cm, este înscris 
într-un triunghi cu laturile de 10 cm, 17 cm, 21 cm. Să se 
determine laturile dreptunghiului, știind că două din vîr- 
furile sale se află pe latura cea mai mare a triunghiului. 


: : | tS (Electrotehnicá, Craiova, 1970). 


+ 


Se consideră paralelipipedul dreptunghic ABCDEFGH cu 
dimensiunile AB = 16 cm, BC— 12 cm, AE — 3,2 cm. 
Pe AB se ia AI — 4 cm, pe AD se ia AL — 3 em si se taie 
paralelipipedul cu planul EIL. Se ceré : > | 
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a) Volumul paralelipipedului rămas ; 
b) Aria totală a paralelipipedului rămas. 


(Electrotehnică, Craiova, 1971), 


1. Fie ABC un triunghi oarecare si AD mediana corespunzá- 
toare laturii BC. Dacă printr-un punct E al laturii BC se 
duce o paralelă la AD, care taie pe AB în M si AC în M, 
atunci : 


a) Să se arate că EM + EN <P (P fiind perimetrul tri- 
unghiului ABC); : 

b) Dacă celelalte două mediane sînt perpendiculare, sá se 
arate că EM + EN = 3BC ; E 

€) Sá se găsească (analitic) locul geometric al virfülui A cînd 
virfurile B si C sint fixe si este indeplinitá conditia de 
la punctul b. ; r 

N | i À 

O piramidă are. baza un triunghi dreptunghic isoscel ABC 

(AB = AC = a), iar muchia AV perpendiculară pe bază 


are lungimea b. Se cere: 


a) Aria totală a. piramidei; 


b) Valoarea unghiului diedru format de fața VBC cu baza în 
a 
= 
y? 
c) Aria sectiunii fácutá in aceastá piramidá cu un plan care 
trece prin A, este perpendicular pe fata V BC si o taie pe 
„aceasta după o paralelă la BC.. 


cazul B — 


(Matematică, Craiova, 1971). 


Fie O punctul de intersecţie al diagonalelor trapezului ABCD 
cu baza mare AB. Să se arate că triunghiurile AOD și BOC 
au aceeași arie. 


(Fizică, Craiova, 1971). 


Un trapez un unghiurile alăturate bazei mari de 45 este 
inscris într-un cerc de rază R. Știind că baza mică a trape- 


zului este vázutá din centrul cercului sub un unghi de 60, 
să se calculeze : | 


A 
r 


CE Scanned with OKEN Scanner 


16. 


18. 


19. 


a) Unghiurile sub care se vád:din centrul cercului celelalte 
laturi ale trapezului ; 
b) Perimetrul trapezului. 


(Electrotehnicá, Subingineri seral, Automaticá, Craiova, 1971). 


Sá se arate cá punctele M, de pe cercul de razá R circumscris 
unui pătrat A BCD, care au proprietatea că suma pătratelor 
distanțelor lor la două virfuri ale pătratului este o constantă 
(Ci), au si proprietatea că suma pătratelor distanțelor lor 
la celelalte două virfuri este constantă (C,). 


Discutie. Sá se exprime C, in functie de C,. Sá se obtiná solu- 


lia si prin geometrie analitică. 
O piramidă are ca bază-un dreptunghi ABCD cu AB— a 


se afle: 

a) Lungimile muchiilor VB, VD, VC; 

b) Aria totală a piramidei ; 

c) Să se arate că perpendicularele din 4 pe VD si VB sînt 
perpendiculare, respectiv, pe planele VDC şi VBC. 

Pe bisectoarea exterioară a unghiului A, a triunghiului 

oarecare ABC se ia un punct M. 

Se cere: 

a) Să se arate că BM + MC > BA 4 AC ; 

b) Să se arate pentru ce poziţii ale lui M avem BA?-- 
+ AC? > BM? + MC., | 

Se dă piramida triunghiulară VA BC în care muchia VA e 

perpendiculará pe planul A BC. 

Stiind că VA = a, VB = b ṣi înălţimea AD = c a triunghiului, 

ABC verifică relația AD? = BD+DC, (De BC), se cere: 

a) Sá se arate cá triunghiul ABC e dreptunghic ; 

b) Sá se calculeze lungimile muchiilor piramidei ; 

c) Sá se calculeze aria, totalà a piramidei. 


" 


(Matematicá, Craiova, 1971). 


20. Pe baza BC a unui triunghi ABC ascutitunghi ca diametru 


se construieşte cercul de centru O, ce taie pe AB şi AC în 
punctele D, respectiv E. Fie F intersectia lui BE cu CD. Sá 
se arate că: i MES pida d 

a) OD este tangent cercului circumscris triunghiului- ADE ; 
b) AO este perpendicular pe DE atunci şi numai atunci cînd 
AB — AC. 


(Fizică, Craiova, 1971). 
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Pe un cerc se consideră punctele fixe B şi C şi punctul mobil A. 
Să se găsească locul geometric al centrului cercului înscris 
în triunghiul ABC. E 


21 


^ E, 


(Electrotehnică, Subingineri zi, Craiova, 1971). 


99. AB fiind diametrul unui cerc si d o dreaptă perpendiculară 
pe AB, iar AM o coardă variabilă, se notează cu P intersecţia 
dintre AM şi d, cu Q intersectia dintre BM si d, cu N inter- 
secţia dintre AQ si cu C intersecţia dintre AB gi d. Se cere: 
a) Să se arate că patrulaterul MONP este inscriptibil ; 
b) Sá se arate că B, P, N sint coliniare ; | 
c) Sá se arate că CP-CQ = constant. ~ 


793. Un paralelipiped ABCDA'B'C'D'.are toate fetele egale. Se 

^.ere: | | 

a) Sá se demonstreze că paralelipipedül are toate muchiile 

egale ; | - 

b) Sá se calculeze volumul în funcţie de a = AB si unghiul 
ABC =; | i 

c) Dacă  paralelipipedului i se poate circumscrie o sferă, 
atunci unghiul A BC este drept. | 


4. Sá se arate cá o coardă ce trece prin focarul unei parabole 


lo 
bw 


este de 4 ori mai mare decit distanța de la focar la punctul 


de contact al tangentei paralelá cu coarda. 


E c Je (Matematică, Craiova, 1972). 
€. 


25. Se dá un cerc cu diametrul AB. Ín A se duce tangenta la 


cerc si se iau două puncte M şi N de o parte si de alta a lui A. 
Se duce dreapta BM care taie cercul în P şi dreapta BN care 
taie cercul în Q. Să se demonstreze cá: ` 


a) x MBA = + PQB; 

b MP.MB — NQ-NB— MB? — NB?, 
(Fizicá, Craiova, 1972). 

26. Se considerá un triedru tridreptunghic si se due bisectoarele 


interioare ale fetelor lui. Ele formează un nou triedru. Se 
cer unghiurile formate de muchiile acestui al doilea triedru. 


: : (Electrotehnicá, Automatică, Craiova, 1972). 
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este mijlocul lui A'I'. 


A BCD fiind un paralelogram, se iau pe CD seginenlele CM — 
CM' — CB (N, pe prelungirea lui DC), iar pe AD segmentele 
AN = AN' = AB (N, prelungirea lui DA). Să se arate cà 
punctele M, B, N precum si punctele B, N, N' sînt coli- 
niare, iar dreptele M BN si BM'N” sint ortogonale. 


Se consideră o piramidă patrulateră regulată. Prin mijloa- 
cele a două laturi alăturate ale bazei și prin mijlocul muchiei 
Jaterale, opusă punctului de intersecţie al celor două laturi, 
se duce un plan. Să se determine aria suprafeței de secțiune 
în funcţie de înălțimea piramidei şi de latura bazei. 


ABC fiind un triunghi oarecare si AA’, BB, CC' cele trei 
înălțimi ale lui din A”, se duce A'E perpendiculară pe AB 


“si AD perpendiculará pe AC. Dreapta B'C' taie pe AA' 


I' si dreapta DE taie pe AA' in I. Sá se arale (analitic) cà I 


<= 


Fie (D,) si (D,). două drepte paralele, A un punct pe (Dj), 
B un punct pe (D,), astfel încît dreapta AB este perpendi- 


` culará pe dreptele date. Fie M un punct pe segmentul AB. 
Se consideră unghiul drept EMF, E fiind pe (D4) si F pe (D2).- 


Perpendiculara din M pe EF o taie pe aceasta în P. 
a) Sá se arate că unghiul APB este drept; 


b) Să se găsească locul geometric al punctului P cînd unghiul 


“drept EMF se roteşte în jurul punctului M. 


Se consideră cubul ABCDA'B'C'D' cu: muchia a. Se cere: 

a) Sá se arate că proiecţiile virfurilor BCDA'B'D' pe dia- 

gonala AC' coincid trei cite trei; e rs 

b) Sá se determine raportul in care aceste proiecţii împart 
segmentul AC”, 


Fie ABC un triunghi şi P un punct oarecare. Notám cu 
A”, B' şi C' simetricele lui P faţă de mijloacele laturilor BC, 


CA şi respectiv AB, Să se arate că AA', BB' si CC' sint. 


concurente si să se determine coordonatele punctului de 


concurentá (se va trata analitic). 


(Matematică, Curs FF. Craiova. 1972). 
í 
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(Matematicá, Craiova, 1972). 
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Prin virfurile A, B ale pátratului ABCD se duc in interiorul 
pătratului două drepte care fac cu latura A B unghiuri de 15°. 
Sá se arate cà triunghiul format de punctele CD si punctul 
de intersecţie al celor două drepte este echilateral. 


(Fizică, Craiova, 1972), 


Într-un cerc cu centrul O se ia un punct interior M. din care 

se duc două corzi: AB cu mijlocul în P și CD cu mijlocul 

în Q. 

a) Să se arate că punctele 0, P, M, Q se află pe un cerc avînd 
diametrul egal cu OM ; 


- b) Știind că raza cercului initial este egală cu 3 cm, iar AB = 


— 4 cm si CD = 5 cm, sá se determine lungimile seg- 
mentelor OP si 00. 


(Electrotehnicá, Subingineri, Craiova, 1972). 


Fie ABC triunghi dreptunghic. Se notează cu D piciorul 
înălțimii din A și cu E, respectiv F, proiecţiile lui D pe ca- 
tetele AB și AC. | 

Sá se arate că au loc egalitátile : 


BE AB. 1 3 1 A AB 
ZE = (Zi Ls a 
CF AC AD? OAB? AC! AC 
: E BE „CD 

BD CF 


ASB = 60, ASC = 90° si BSC = 120°. Sá se calculeze: 
a) Celelalte muchii ale piramidei; 

b) Aria totală; 

c) Înălțimea SS' a piramidei. 


Fie C un punct mobil pe axa OX, iar OBC un triunghi isoscel 

cu OB = BC = a dat. Se cere: | 

a) Locul geometric al mijlocului. M al segmentului BC; 

b) Poziţia punctului C pentru care dreapta BC e tangentă 
locului geometric determinat la-a). - 


(Matematică, Craiova, 1973). 


Fie G punctul de intersecţie al medianelor triunghiului A BC. 

a). Sá se calculeze (in functie de laturile a — DC, b — AC, 

~ €— AB), segmentele AG, BG, CG care unesc virfurile cu 
centrul de greutate al triunghiului ABC; 
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mi, 


43, 


44, 


b) Sá se demonstreze că dacă medianele duse din B și C sint 
perpendiculrea, atunci 5a? = b? -h ¢?, 


Să se afle locul geometric al punctelor din plan care au suma 
pátratelor distanțelor la două puncte ixe constantă. 


(Electrotehnică, Automatică, Craiova, 1973). 


> 


În triunghiul ABC unghiul B este dublul unghiului A; 


mediatoarea laturii AB intersectează pe AC in D. a) Să se- 


arate că BC este tangenta cercului circumscris triunghiului 
ABD ; b) Să se arate că CB? — CD: CA. 


(Electrotelmicá, Subingineri, Craiova 1973). 


Fie AB un segment fix si M un punct mobil pe el. De aceeasi 

parte a lui AN. se construiesc triunghiurile echilater ale ACM 

si BCM. 

a) Sá se E. lungimea segmentului CC” în funcție de AB = a, 
AM = 

b) Sá se alle locul geometric al mijlocului se getea CC. 


Într-o sferă de rază R se introduc trei sfere egale. Sá se gă- 


sească raza acestor sfere, astfel ca volumul ocupat de ele să 


fie maxim. 


Fie M un punct valabil pe parabola 1 y? — 2px. Tangenta 


in M taie axa Ox in T, normala in M taie axa Oz in N, jar 


perpendiculara dusá din M pe (MO) taie pe Oz in P. 

a) Sá se arate cà 20P — TB — constant ; 

b) Să se găsească locul geometric al centrului de greutate al 
triunghiului TMN. ; 


7 : (Agronomie, Craiova, 1973). 


r 


Se consideră patrulaterul ABCD inscriptibil si cu diagonalele 
perpendiculare. Fie K, L,:M, N, proiecţiile od D. in 
care se întîlnesc diagonalele, pelaturile AB, BC, CD, DA. 
Sá se demonstreze cá: 
a) PK, PL, PM, PN sint bisectoarele unghiurilor patrula- 
terului KLMN ; 

b) Patrulaterul KLMN e inscriptibil, 

X à 


(Fizicá, Craiova, 1973). 


aticá i : " 
10 — Ghid de pregi átire la matema isi 
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Fie ABCD un paralelogram, perpendiculare din A pe AB 


intersecteazá perpendiculara din C pe CB in F. Sá se arate 

că : 

a) DE e perpendiculară pe diagonala AC a paralelogramului ; 

b) Unghiul AFD este egal cu unghiul BEC, sau cu supli- 
mentul lui. 

Unei sfere de rază R i se circumscrie un con circular drept 

ale cărui generatoare fac cu planul bazei unghiul 24. Se cere: 

a) Să se calculeze raza cercului de contact dintre suprafaţa 
conului şi a sferei; PES TE 

b) Să se afle raportul dintre ariile celor două catete sferice 
formate de acest cerc pe sferă. - 


Fie A si B două puncte fixe în plan. Printr-un punct M se 


duc dreptele AM şi BM, pe care se ridică, respectiv în A şi B, 


două perpendiculare care se intilnesc in P. 

a) Se cere locul geometric al punctului P cînd M se depla- 
seazá pe un cerc ce trece prin A şi B; | 

b) Sá se determine locul geometric al punctului P cind punc- 

- tul M descrie o dreâptă oarecare (d) dată prin ecuaţia 


ax -+ by+-c=0; 


c) Să se afle locul geometric al punctului M cînd punctul P 
descrie dreapta (d). .  - | 


Tangentele in punctele A si B la cercul O se intersecteazá 
in C. Prin A se duce o paralelá la BC care taie, din nou, 
cercul in D. Dreapta CD intilneste, a doua oará, cercul in E, 
iar AE intilneste pe BC in F. Sá se demonstreze că: 
a) Triunghiurile AFC si CPE sint asemenea ; | 


b). FC? £z: FE-FA.; 
c) CF — FB. 

(Fizicá, Craiova, 1974). 
Se consideră. un triunghi isoscel ABC(AB = AC), astfel 


încît BAC == 120”. Notind cu r raza cercului, înscris în tri- 
unghiul ABC, se cere sá se caleuleze laturile triunghiului 
A BC în funcție de r. : 


, i i (Electrotehnică, Subingineri, Craiova, 1974). 


(Matematicá-informaticá, Craiova, 1974). . 


^ 
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51. 


52... 
“tului ABCD. Prin A se duce o dre eaptá care întîlnește pe BC 


Se consideră triunghiul A BC si înălțimea AD a triunghiului 


pe perpendiculara în B pe latura AB. Se consideră segmen- 


tul BF = DC şi pe perpendiculara în C pe AC se ia segmen- 
tul CE = BD, Se cere: 


a) Să se demonstreze că triunghiul AEF este isoscel ; 


b) Dacá B' si €' sint, respectiv, proiecţiile lui B si C pe 
laturile AE si AF, sá se demonstreze cà 


AB. AB 2 
AG AC]. 


Fie piramida regulată QABCD, de înălţime h, avind bază 

pătratul ABCD şi feţele triunghiuri echilaterale. Se cere: 

a) Lungimile muchiilor; 

b) Apotema piramidei în funcţie de A; | 

c) Sá se arate cá muchiile laterale ale piramidei- QABCD, 
corespunzind virfurilor opuse ale bazei, sint perpendi- 
culare. 


Fie AT Lay B(a, —a), o(a, s), d(—s, a) virfurile pătra= 


în E şi pe.CD' in F.. Se cere: 

a) Ecuația cercului înscris în pătratul ABCD; 

b) Să se verifice că dreapta care unește punctul F cu mijlocul 
I al segmentelor BE este tangenta cercului dela punctul a); 

c) Dreapta DE intilneste dreapta IF intr-un punct M apar- 
“ntad cercului circumscris pătratului ABCD. - 


EOR e - (Matematică, Cursuri ER: Craiova 1974). 


= 
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Capitolul IV 
ANALIZA MATEMATICA 


1. FUNCŢII 


EN 


A. DEFINITII 


Definiția 1. Fie X si Y două mulţimi. Prin „funcție definită 
pe X şi cu valori in Y" înțelegem o corespondentá care asociazá 
fiecărui element x din X un sir (numai unul!) element y din Y. 

Scrierea f: X > Y semnifică faptul cá funcţia f este definită 
pe X si are valori in Y. 7 

Dacă elementului z e Xi se asociază, prin funcţia f, elementul 
y € Y, simbolizăm aceasta prin y = f(x), y numindu-se imaginea 
- Jui z prin funcția f. X se numeşte domeniu. 

Mulțimea f(X) = (f(x): ze X} a imaginilor prin f a tuturor 
elementelor lui X, se numeşte codomeniul funcției f. Să remarcăm 
faptul că scrierea f: X > Y nu semnifică si faptul că f(X) = Y. 
Dacă A este o submulțime a mulțimii X, atunci, prin defini- 
tie, [(4) = {f(2):xe A}, iar dacă B este o submulțime a mulți- 
mii Y, atunci f*(B) = {x € X : f(x) e Bj ; f(A) se numește imaginea 
prin f a mulțimii A, iar f*(B) se numeşte contraimaginea prin f 
a multimii B (sau preimaginea lui B prin f). 

Delinitia 2, Funcțiile fj, fa: X > Y, definite pe X si cu valori 
în Y se numesc egale dacă f(x) = fa(2) pentru orice v X. Este, 
credem, instructiv următorul exemplu: 
fie X = (0, 1)) Y = R si funcţiile fu fa: X > Y definite astfel: 


“04 + 1 fale) —32--1,zeX. 
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: afi itici *) ibid A. „A q Y 
| Conon definiției 2 luneţiile f, si f; sînt egale (!!); Sá nu confun- 
> dăm, deci, egalitatea funcțiilor polinoame cu egalitatea polinoa- 
melor (!). 


Exemple si exereitii rezolvate 

kL Fie XNX—12,,., m; Y =1, yau t ; m si n fiind două 
numere naturale, Sá se găsească numărul de funcții ce se 
pot defini pe X si cu valori in Y.. 

2. Fie X, Y două mulţimi si f : X — Y o funcţie; Ap... Am 
submultimi in X; B}... B, submultimi în Y. Arátati că: 


3 f 40 = U A); 


E mo. e m. E E m: i 5 se VAS . 
i= - OO de aL 
Dali exemple în care în relaţia a doua incluziunea este strictă ; 


Q TUB) F U f-(B:) HS : E e 
DFAA BY EATE BE 


Fie f: R—> R definită prin a) = ya? e f 


Sá se găsească f(/t). Să se găsească f((—o0, 1); 


Fie f: R — Y o funcție definită pe X si cu valori in Y. Arătaţi 
că următoarele afirmații sînt echivalente : | 
4 a) f-(f(A)) = A, pentru orice A Că; , 1 
b) f(A, N 42) = f(A) N (AS. pentru orice A,,—4À43 C A 
e) f(A9 f (As) = Y (mulţime vidă) pentru orice Ap da CĂ, 
l pentru care A, (14, = (2. 
135 
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soluții 
Să considerăm la incepul m= 9; n— 38; X=1,2; Y= 
— 1, 2, 3; atunci pe X si cu valori în Y putem defini urmă- 


toarele funcţii : 


Te (12 13 
Air ho, hai. 

i1 ES TR im 
MEO Wem hy. 
oW 2— 2 253. 2—1 2— 2 

PES go Tog | 
[sis uS lo EN | 


Asadar, 9 — 3? functii. Luind, de pildà, m — 3; n — 2. 
cititorul se poate convinge cà putem defini pe X — 41, 2-3) 
cu valori în Y =:(1, 2), exact 8 — 2? funcţii. 

De aici se desprinde ideea cà existá n” funclii definite pe 
o mulţime de m elemente și avind valori într-o mulţime de n. 
elemente. Demonstrăm aceasta prin inducție relativă la m 
(pentru n fixat, altfel arbitrar), Este clar cà pentru m = 1 
pe mulţimea {1} si cu valori in Y = f Ri „nt putem defini 
exact n — n! funcţii: A) = k(k = 1, n), 

Să presupunem cá putem defini Each nn puneţi. pe mul- 
limea (1, 2,.... m) cu valori în mulţimea 41, 2 2,...n] Fie fă 
funcție definită pe (1, 2...., m, m 4- 1] si cu valori in 
(1, 2,...,nj. “Această functie determină unic o funcție f pe 


mulțimea (1, 2,..., m) si cu valori in i. 2,..., n] prin f(k) =. 


= f(k); k=1, 2...., m. Este clar că există : iius care 


determinà, ca mai s o. aceeaşi funcţie REI 22s M} -> 
+A ie T, Au acele functii f dr on: Lus 
—[f);.kze1,2,.,m si film + 1) —« j(j « 1, . n). 
Prin urmare, orice functie ]: AS m t 25. A 


determiná exact n functii definite pe (1, 2,..., m + 1? si cu 
valori in (1, 2,...,n). 

Rezultă cá există exact nm.n = pai funcţii definite pe 
db 2m + 1j și cu valori in {1, 2,... n}. 


2. a) Fie y enU A1) ; Atunci există x e Ú Ai, astfel ca y = f(x). 


l 


b 


2 


6 
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J9UUE9S N340 YHM pauueos : 


à 


EEUU Me eT PUR 


pa eyuzoy cvzo]odi nə orjorpuuquoo — (y)/2(2)J e] 
9UIAQ1 3) LI) ' = - (y AJ U Up) equzos (2) mr ur10juoo ie 
Ø = y U fe} pune ¿ye po uotupe us (y) a (1)/ rop 
(DD Ja v eur DKr) / v» (9) y up LUPIEIE vs 
> + 


dU ure V 9on0 urjuad (QJ). SE Y E: "E =) V LI 


(v) erjeuuye ganid (9) ind 

MORIA y (3) ereunre oidu (q) POSUER. 

| (Y U 'v)J2 fi gouduu o» vo» “y U "y 5 x 
gwan uud 18 Te = fr godwn oo gaad xa Ca mag 


aj = (Q2). J ezoodr unid rep “uoprao j*r Ta C ((p)/) FE 


: {A} = (y)J uny iz) = V mound es (2) = fi (Tx) = 
== fi 8) ense “y 3 1 Tp T vjsixo EEN: OR 

Cy U 'p)/2D Cy) U Cy) 06): wzeodt -it urgis 
CPU CVD Cv U 'y)J uns un) "x *y "y eni 


(q) vrjeuurje ear du (e) urjeuurpy 


—0»Tt4u:gystb—til > Queso = (10) J 


«(00 E = (a) 'o1€uun uud 
e/ ; 


rr i ` Z i 
as —<(0)/ wo gmza + |] | =(2)/ eoq 


“THUIS e ulre11u02  erjtutjop 
op eureos pururí (e ep 9p [n[opour ednp ua[ozoi os (p 18 (9 


(vM U Cy = Cv U U y) mp "i$ s Cv) == 

(o *9] = CP): (oj— CPU 'p)/: (0) TE U y pumy 

(o “ol=*y [0 “o—)='p iyar t= (Vf uud 
eyup x-—X:J Nux ‘X : Inr uox unmloprsuoo vg 
'sns RU PO uzuoljsuounpp os vounizu[ou[ (q 

"290101991 wounizn[ouT Pzeoljsuotuop os n[duuts 


A 


. =} 
9p 191 eq “E y A y) (^ y Ay to Pwe Uy ma 5I A 5 fi 
ul 
map “$ (*^y)J 5 li = n vadu 99 tod) “Tyr aa vo 191758 
“ful A 3i 3 T B]SIXO y RIZOS IUN NA LI ȚIUI jap “a 


ES 


B. FUNCŢII INJECTIVE, SURJECTIVE, BIJECTIVE 


; | Pi 1 . d & WO 1 i 15 " €1 » 4: se X 7 
Definiţia 2. Funcţia f : X — Y, definità pe A 51 cu M Mori in Y 
se numeşte injectivá dacă din a, x, € X 5i /(t,) = f(x) re- 


» £ 1 4 A 7 a Añ " . " „3 
“zultă a = ty (echivalent cu ty x4 € X şi v, # Ta implică 


Exerciţii 
b XVI ERE 
5. Funcția f: X — Y este injectivá dacă si numai dacă f (f(A)) — 
= A pentru orice A C X. Medie 
- + 
6. Functiaf: X — Y este surjectivá dacá si numai dacá f (B)z ci 
pentru orice BC Y. ni 
C. COMPUNEREA FUNCŢIILOR 
Definiția 5. Fie X, Y, Z trei mulţimi şi f : X > Y, g: Y >Z 
functii definite pe X si cu valori in Y, respectiv pe Y si cu 
valori in Z. Atunci, există (dovediti!) o funcţie h: X — Z, 
astfel ca A(x) = g(f(r)) pentru orice xe X. | 
| Funcţia h, astfel definită, se numește compunerea functi- 
ilor g şi f şi se notează prin go f. 
Exemple si exerciții, N 
La Fie X= Y =Z=(Íl, 2, 3,4) şi. 


[:1 2, 3, 4) > (1, 2, 3, 4) definită prin 1 2 3 4 
| $ RA 

3.4 2:41 

9:15 2,3, 41 — (1, 2, 3, 4) definită prin1 2 3 4 
ure | y dd d 
e MA Im. 
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fæ) + fo). | TR "n | 
Definiţia 3. Funcția f: X — Y, definită pe X si cu valori 
in Y se numeste surjectie dacá f(X) = Y. z | 
Definitia 4. Functia f: X — Y, definitá pe X si cu valori 
in Y se numeşte bijectivá dacă f este injectivá si surjectivă. 


| i : 
Sá se găsească g o f. l 


8 


» 
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Fie d o dreaptă si o un punct fix pe d. 

Numim simetrica in raport cu o, funcția Sy care asociază 
fiecărui punct A de pe d punctul B de pe d, astfel încît o 
este mijlocul segmentului AB. 

Să se alle 52 = (So* Sp) 


Arătaţi că prin compunerea a două injecții (surjectii, bijectii) 
se obţine o injecție (surjectie, bijectie). Dacă f este injectivà, 
atunci pentru x € X, y € f(X) afirmațiile f(x) = y“ si sd GI) = 
= i" sint echivalente. | 


D. FUNCTII INVERSE 


Fie X o mulţime oarecare. Funcţia 1 y : X— X definită prin 


lx(2) = x pentru orice re X se numeşte funcția identitate 


pe X. l , i 
Definiția 6. Fie f: X — Y „funcție definită pe X si cu 
valori în Y. Spunem că f este inversabilă dacă există o funcție 
9: IX) —> X, astfel ca gof = 1y (adică g(f(2)) = x pentru 
orice x € X). In acest caz notăm g = f^7!, funcția FI fiind 
numită inversa funcției f. CH 
Teoremá. Conditia necesará si suficientá pentru ca functia 
[:X > Y să fie inversabilá este ca f sá lie injectivà. 


E. RESTRICTIA UNEI FUN CTII 


Definiţia 7. Fie f: X — Y o functie definitá pe X si eu 
valori in Y, iar A o submultime a multimii X. 
Funcţia y: A — Y definită prin | 

g(x) = f(x), pentru orice ze, N 
se numește restrictia funcţiei f la mulţimea A şi se notează 
prin f/A, iar despre f se spune că este o prelungire a funcției f/A. 


Exerciţii - ; h 


10. 


11. 


Fie f: X— Y o funcţie si A o submulțime a lui X. Dacă f 
este injectivă, atunci f/A- este injectivá, | 

Fie f: X — Y o functie Şi A,, Az două submultimi fixate ale 
lui X, astfel ca A, U Ag 25 X; AN A4 = 
Arátati cà f este injectivá dacă si numai dacă [/A,, [/ A, sint 


injective si f(A) WA = gi 
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Definiția 8. Fie X, Y două mullimi oarecare. Mullimea 
Ka, y): te X, ye Yj a tuturor perechilor ordonate (x, y) 


cu re xX, ye Y se numeşte produsul cartezian al mulțimii X - 


cu mulțimea Y. 


Definiția 9. Fie f: X — Y o funclie definită pe X si cu 
valori în Y. Mulțimea {(x, f(1)):1EXCX Xx Y se numeşte 
graficul funcției f. Tiara | 


Exerciţii 


Sá se scrie produsul cartezian X X Y, dacă X = (1, 2, 3}; 
Y = {a, b; c, d}. Să se verifice pe acest exemplu cà, in gence- 
ral, XX Y «x Y x X. — | 

Fie X si Y două mulţimi si GG X X Y. Fie A = fre Xl 
pentru care există y e Y, astfel ca (x, y) € G. Sá se arate că G 
este graficul unei funcţii definite pe A si cu valori in Y dacă 
si numai dacă penlru orice ve X există un singur y € Y, 
astfel ca (x, y) e GJ. 


Sá se construiască într-un reper ortogonal graficele funcliilor : 
a) f(x) = 22? 4-3r4-1, zen; 
b) f(x) = —a? 4 92:--3,.-€R; 


o as 27 , TER; 
d) f() = El: „ze. 


In cele ce urmează vom avea in vedere numai funcţii definite 
pe anumite. părţi ale mulţimii numerelor reale si cu valori 
reale (funcţii reale de variabilă reală). 


E, FUNCTIL MONOTONE 
Definiția 10. Fie f: 4— R (A C R) o funcţie reală defi- 


nilà pe A. Spunem cà f este monoton crescătoare (descrescá- 
toare) pe BC A dacă, pentru orice z,, 7,€ B, cu 2, — Jy 


„avem f(x) sf (24) (respectiv f(z,) > f(z). 
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“Dacă WU MEB; Y, x, implică fa) < fix) (respectiv 


f (2) > [(22)) functia f se numeşte strict crescătoare (descres- 
cátoare) pe B. | 
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Exercitii 
15. Sá se studieze monotonia funcțiilor din exerciţiul 14). 


16. Să se studieze monotonia funcţiei. 


f: RN) +. R NA of) == i. 


cz --d 


2. SIRURI 


A. DEFINIȚII. 


TM 


Definiția 1. O funcţie definită pe mulțimea numerelor naturale, 
N, și cu valori în mulțimea A se numește sir de elemente din A. 
Notaţii consacrate pentru sir sînt: | 


n — dy (n € N), [an : ne NV (An) e N. - 


pentru ap. 
“În această lucrare vom considera numai șiruri de numere reale. 


Este obișnuită denumirea de termen general al şirului (an)n € N 


Sir monoton 


Definiția 2. Sirul (an) e N de numere reale se numește şir 


monoton crescător (descrescător) dacă pentru orice număr natural n 
este satisfăcută proprietatea dy < an+, (respectiv 
T . n —1-: m l s d 

De exemplu, sirul dat prin a; = >n € N este un şir! crescá- 


n 
. . -2 n z 1 = T i . y 
tor, iar șirul dat prin dp = t ne N este un sir descrescător. 


^ 


Cosa X Un). 


[4 


Sir márginit 

Definiţia 3. Sirul (an)}ney de numere reale se numeste 
márginit dacá existá numárul real, astíel ca lan] € a pentru orice 
număr natural n. Evident, șirul (^»)ueN de numere reale este 
mărginit dacă și numai dacă există două numere reale a, b, astfel 
ca a < a, € b pentru orice număr natural n. 


4 


Hi- 


3 
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Sirul (Arne N Se numește mărginit la dreapla (stinga) dacă 
există numărul real a, astfel ca dy < a (respectiv « < (n) pentru 
orice număr natural n. 

Un şir care nu este mărginit (la dreapla, la stinga) se spune că 
este șir nemărginit (la dreapta, lu stinga). De exemplu, șirul dat 
prin @ = sin n!, ne N, este un şir mărginit deoarece |an} < 1 
pentru orice n natural; şirul dat prin dy = tg rt, ne N este un sir 
nemárginit. 

| A aráta cá un sir este nemárginit revine la a demonstra că 
pentru orice numár real pozitiv a există un număr natural n, 
astfel ca Jan| > a. 

Demonstrati : ' 

Propoziția 1. Şirul crescător (descrescător) (dn)ne y este măr- 
ginit dacă si numai dacă este mărginit la dreapta (la stinga). 


Sir convergent 


Definiţia 4. Sirul de numere reale (an)ne se numește conver- 
gent către numărul a dacá: pentini orice e > O există numărul 
natural n(e) (depinzind de e), astfel ca |a, — a)| < e, pentru orice 
numár natural n, pentru care n > n(e). 

Considerăm util să dám cîteva exemple care sá ilustreze defi- 
nitia. l JE 


~ ~a 
~~ 


E 1 d ; : 
as pet esi e ¿ > 2 
Exemplul 1. Sá arătăm că șirul dat prin a, = f EE este 
. 2n? 4+3 


5 1 
convergent către — - 
2 


Fie e > 0, altfel arbitrar. Problema este: putem determina 
numărul n(e) astfel încît | 
n? 4 1 


2m+3 2 


<e, pentru n n(s)? 


4 1 E E j . 
Efectuind calculul, aceasta revine la a determina pe n(e), astfel ca 


a d 5 xe pentru orice n, n > n(e). 


Aşadar, problema se reduce la rezolvarea inecuatiei e <E 
: . -2n + 3 
in mulfimea numerelor naturale si ráspunsul problemei depinde 


de solutia acestei inecuaţii. Inecuatia t «e este echivalentă 
2n? + 3 , 


^ 
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P 1 Saat da ta NI j Wes 
cu 2n? + 3 >—a cărei soluţie in N este [n : ne N}, dacă —— 3 <Q 
€ € 


^ 


2c 


e 


; 1 — 3e "C 3:3 n 
si L :neN, n> | | dacă — — 5 2 0. De aici rezultă că 


luînd n(e) 2 1 în cazul L — 3 « 0 şi n(s) = | x 21, 


€ 2c 
inegalitatea 
241 - 1 
gl ru < € 
P 2n2+ 3 2 


este satisfăcută pentru orice număr natural n superior lui n(e). 


Exemplul 2. Folosind definiţia, să se arate că şirul definit 
V --ncali 
n 


Fie s > 0 un număr real pozitiv arbitrar; să determinăm 
(dacă va fi posibil) numărul natural n(e), astfel ca n > n(2) sá 


Pai rd 
n 


prin ay = este convergent cátre 1. 


implice 


«Eg 


În mulțimea N inecuatia de mai sus este echivalentă cu ine- 


cuatia n?(sg?--2 €) — n — 1 > 0 a cărei soluţie este L : n e N,n> 
1 + V1 + 4c? + 82 
2(c? + 2e) 


Ee 4 + V1 + 4e? + 8c 
rm 2(c? + 2s) 


> 


E Este, deci, suficient să luăm MENS 


| pentru ca n > nte) să implice 


Vn -n41 
n 


Me 


| 3. Sá se ar aed E Dni 2n +2 
Exemplul 3. Să se arate că șirul dat prin ap = 4287 
: n*--n-Fl 


nu este convergent cátre 2. Pentru aceasta vom aráta cà existá 

nr? +n 4- 1 | 
să nu aibă ca soluţie în N o mulțime de forma (n: neN, n > ng 
(mulţimea soluţiei să fie finită sau vidă). În adevăr, în N, inecuatia 


e > 0, astfel încît inecuaţia —2] d . 


: E n? : 
: ene este echivalentă cu ———_ : a ¿ 
de mai sus este echivi ni n 4 <e şi, deci cu n2(e — 
143 


CE Scanned with OKEN Scanner 


— D)+en+e>0. În ipoteza 0 < e < 1 această inecuafie are 
, : — Y de — 3e? + Vie Za 
soluția 4 neN E <n qt deo . 
2(1 — e) 2(1 — e) 


În fapt, şirul dat este.convergent către 1. 


| * Ci s . P E A n? -+ 2 
Exemplul 4. Sá se demonstreze că şirul dat prin dy = — Ă 
i E n+1 
neN nu este convergent. | | 
M. Nose EINE E : à n? + 2 
, se demonstreazá fárá dificultate cá, in N, inecuatia 2 
n i j ITE 


—4 | < e are, pentru orice a e R giz > 0, o mulţime finită de soluţii. 

. Cà şirul (an)ne y este convergent către a se exprimă si în forma 

»Sirul (Anne are limita a", sau in „a este limita sirului (dame y”, 

sau „än tinde către a“. Se notează aceasta prin: lim a, = a, sau 
i x n>% . 

prin lim ap 2-&, sau încă prin lim an = a; Uneori prin aj > a. 


Atragem atenţia cá exprimarea „limită din a, cînd n tinde către - 


infinit...“ nu este corectă, ci mai degrabă derutantă ; pentru că în 
definiția convergentei expresia aceasta nu apare si adausul acesteia 
ar părea s-o facă incompletă, ceca ce nu este adevărat. În acest 


context am opta pentru notația lim a, = a, iar cînd nu există 
| AS, i n m 


ambiguitate pentru simpla lim 4, = a. 


Exercitii 

1. Dacá (anje N este un sir convergent atunci (nmen este 
marginit. = T 

2s Fie (due Un sir convergent. Dacă |as| < M pentru orice 
n € N atunci ¡lim an] < M. . 

è n * 

3. Dacă şirul e ă i şi 

9. Dacă șirul (4rjney este convergent către a, atunci şirul 
(¡daline y este convergent cátre la]. Reciproca este adevărată ? 


Soluţii 
1. Fie e > 0; atunci [an — a| < e pentru orice n > n(s) si deci 
joel b |an — al + la] < la] + e pentru orice n > n(e) 
ie M = max [[d,, [d5...., lanal la] +e} atunci ES 
X M pentru orice n € N. EP 
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2, Fie c > 0; există n(s) astfel ea Jay — a| < e pentru n > n(e). 
Rezultá 


la] < ja] kre <s Me 
'si cum e este arbitrar rezultă |a] < M. 


3. Fiec 0; există l4 astfel ca |an — a] < e pentru n > fe): 


= 


Dar ||,» — lal] < |an — al si prin urmare [as] — lal| < e 
pentru n > n(e). 


Reciproca nu este adevărată: există şiruri (Anne, astfel 
că şirul lanine y este convergent, dar (dune nu este con- 
vergent. De exemplu a, = (—1)!i, ne N. - | 
O clasá importantá de siruri fond gente este descrisá de teo- 
rema urmátoare. 
Teorema 1. Orice sir monoton și mărginit este convergent. . 
Să remarcăm că orice şir convergent este mărginit (exerciţiu 1), 
dar că nu orice şir mărginit este convergent. Sirul dat prin dy = 
= (—1)», neN, este un SIT márginit, dar. nu este convergent 
(exercitiu !). : 
De asemenea, nu orice OA convergent este monaton ; sirul dat 
IE (—1) 
prin an = —— este convergent cátre zero, dar nu este no obez 
R 


Importantă pentru aplicaţii este teorema 2. 


Teorema 2. Fie (a&)ge w. si (bn)ney două șiruri de. numere 
reale POPE IMMO si asifel. ca lim dy = lim bp. Dacă şirul  (crdWmey 
este astfel că an < cn < bn, pentru orice n e N, alunci sirul (nine y 
este convergenl si lim tn = lim ay = lim Da. 


O variantá mai slabá, dar eficientă, este urntíterul varlar: : 


Corolar. Dacă (Anne y este un sir de numere reale care are 
limita zero, iar sirul nine satisface conditia . 


|bn — D) < < dn pentru orice neN, 
b fiind un anumit număr real, atunci şirul (bue x este conver- 
gent şi lim b, — b. 
Subsir 
Definitia 5. Fie (dnde y Un sir de numere reale. "iind dat sirul 


strict crescător (Kn) e w de numere naturale (ky < ka < ... < Kn < 
< ...) aplicaţia n — dip: P eN se numeste subsir al șirului (a). 
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A nai 


De exemplu, luînd pentru fiecare n kn = 2n se obţine subsirul 
termenilor de rang par (dan)Jn en : dos (as Ugo + - «> ȘI luînd kj, = 2n — 1 
se obține subsirul termenilor de rang impar (do; j)ne N : lr (3 


gs» 


Teorema 3. Dacă şirul (an)ne y este convergent către a, atunci 
orice subsir (dys)ne v. al sirului (dame v. este convergent către a. 

Demonstraţie. Să observăm la început că dacă (ay, )ne w este 
un subsir al șirului (an)ne x: rezultă după definiţia 5, că n < Kn. 

Sie acum e > 0, oarecare; există n(e) astfel încît |an — al <e 
pentru orice n > n(e). Cu observaţia de mai sus rezultă că pentru 
orice n > n(e) avem la, — «| <€ deci subșirul (ap rex COn- 


verge către q. 


Limite infinite. 


Deiinitia 6. Sirul (an)new de numeie reale are limita + oo, 
dacă pentru orice număr real g există numárul natural n(x), astfel 
că n > n(z) implică an > a. Notám aceasta prin lim ay =. + co, 
sau Uy —- +00. 

Sirul (d5)gew de numere reale are limita — oo dacá pentru 

orice număr real « există numărul natural n(«), astfel cà n > 

> n(x) implică dy < a. ES 
Notăm aceasta prin lim dn = —%, sau dy — —00. - 

- Observaţie. Dat fiind că există diferente esenţiale între sirurile 
convergente si cele care au limită + (—9o0), pentru a nu se 
produce erori este necesar.sá se evite ambiguitátile in formulare. 
În acest sens, formularea ,(d;)ue w este converegnt" contine si 
informatia cá limita lui este un numár real (adicá convergent in 
sensul definiţiei 4). | 


Exemple | a 


1. Sirul (an)new definit prin d; = 2? neN are limita + œ. 
În adevăr, este suficient sá observăm că 2" > n pentru orice 
număr natural n. 


2. Sirul (uaew definit prin aj = —n? + n are limita — oo. 
În adevăr, pentru n > 2, =n? -+ n < —n. 
lie acum « un număr real oarecare ; Atunci există, conform 
propoziției 1,.numărul natural n(«), astfel ca —n(«) < «; 
| evident, atunci, că„dacă n > n(x) avem si —n <a si prin 
NOTE urmare —n2 + n^— a pentru n > n(x) ceea ce încheie de- 
| monstralia afirmației. 4 
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Sirul (an)new definit prin ap = (—1)".n, neN nu are li- 
mita + co și nici limita —oo, dar subsirul EIGEN de rang 
impar are limita —oo, iar subsirul termenilor de rang par 
are limita +4- oo 


B. OPERATII CU SIRURI 


Fie (annen Şi (bn)an ew şiruri de numere reale. Sirul n — a4 + b, 


se numește suma sirurilor date. Sirul n => ag + by, se numeşte produ- 
sul sirurilor. 

Dacá a este un numár real, şirul n — adn se numeşte produsul 
„dintre a si şirul (an)n..- 


Exemple si exerciții rezolvate 


1. Suma a două şiruri crescătoare (descrescătoare) este un sir 
crescător (descreseător). 

2. Sima A două şiruri mărginite este un si mărginit. 

3. Produsul a două şiruri mărginite. este un sir mărginit. 

4 Produsul a două şiruri crescătoare (descrescătoare) nu este, 
în general, un sir crescător. Formulati conditii suficiente 
pentru ca produsul a două șiruri. crescătoare (descrescătoare) 
să fie şir crescător (descrescător). 

5. Suma (produsul) a două şiruri convergente este un şir con- 
vergent si limita sumei (produsului) a două şiruri ii a 
este suma (produsul) limitelor celor două şiruri. 

Soluţii 

1. Din dn € dpi, Si bn S b,,, pentru orice neN se obtine 
an + bn < an+, + Pau pentru orice n e N. ! 

2. Din jan] < A si [ba] < B pentru orice ne N se obţine, via 
lan + bn] < Jan] + LN |an + Bn] < A + B pentru orice ne 
e N. 

3. Din |an| < < A si [bp] < < B se obține |an bal < : AB. 

j 
, 1 ý 1 p t 
4. Fie PREE T neN si o lo, ne, ~ 
2n n 
11 — Ghid de pregătire la matematică ^ 147 


CE Scanned with OKEN Scanner 


Evident, cele două şiruri sînt crescătoare, în timp ce șirul 
produs este descrescător. Dacă, însă, sirurile (a5)se w si 
(ba)ne y sînt crescătoare (respectiv descrescătoare) si 0 < dn, 
0 < b, pentru orice ne N atunci (dAnbn)ne y este crescător 


(descrescător). îi | 
Demonstratia nu prezintà dificultate. 


5. Fie a= lim an, b = lim ba. Atunci, din 


lan + b, — (a + b)| < |an — a| + |0n — bj, 
tinind seama că [ay — a] < a pentru n> n (£) ṣi [bn — b| < 
E a pentru n > n(c), | rezultá ¡An + ba — (a + b)|< 2 


pentru n > max [n,(e), n,(s)) Pentru cazul produsului, să 
utilizăm faptul cà orice şir convergent este mărginit. Putem, 
deci, presupune cá pentru orice ne N rezultă |as| < M, 
Fie e > 0; există n,(c), astfel ca 


£ 
| |an — al Kd pentru n > n,(s) 
si existá'n,(e) astfel ca 
~ 7 - A z i 
; ~ | ba — b| < pent n > Role). : 


Din |agóy — ab| < Îan bn — Up "b| + Janb — ab] = | Aa] "| bn — 


— b| + Jas — al -fb 
rezulta REA I 


ado Tabl MIRO. 
STA TT i 


-— 


pentru orice n > max (n,(c) n,(c)]. 
l nchejem această scurtă incursiune prin a enunta cîteva pro- 
prietáti deosebit de importante ale multimii numerelor reale, cu 
observaţia că aceste afirmaţii nu pot fi demonstrate la nivelul 


? 


cunoștințelor de şcoală medie. 
Propoziția 1. Dacă a si b'sint două numere raţionale, astfel 


incita < b, atunci există cel puţin un număr irational c astiel ca 
q <c < b; dacă a si b sînt două numere iraționale astfel ca a < b 


„atunci există un număr rational c, astfel ca a — c — b. 


/ 
La 
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Propoziția 2. Pentru orice număr real a (rational sau irational) 
existá cel putin un sir monoton crescátor de numere rationale 
convergent cátre a; pentru orice numár real a existá cel putin 
ün sir monoton descrescátor de numere rationale convergent 
către a. În aceste formulări, sirurile de numere rationale pot fi 


“înlocuite. cu șiruri de numere iraționale, propoziţiile obţinute 


fiind adevărate. | 
Propoziția 3. Dacă a şi B sint două numere pozitive, atunci 
există numărul natural n, astfel ca na > B. e 


C. EXERCIŢII ŞI PROBLEME PROPUSE 
Sá se găsească a, in funcţie de n, ştiind că: 
t. an+; = 20s + 1, a, =1 i aut NH 
«Any; = Qn + D, a =a, a, a, B — numere date 


1 
2 

(3. any = li + 0254... an pentru n 2 3, a4,— a, G, = b 
PA . 


«05417 Qj — 1,0, — 1 z : 
5. las =Y1 + az, a, = 1 Es 
6. 0544 = 3an — 24p 1, n > 2 a = 0, dy = 3. 
Demonstrati folosind definiția convergentei unui sir că 

7. lim 5 — 0, a fiind un numár real oarecare 

n n Cae TAE ; i 
tegu Em d 

| n 2R4+n+1 2 

9. lim (Yn + 1— Vn) = © 

n P 
10. lim (y4n? + 3n + 1 — 2n) = 0 

n 


11. Demonstrati cá orice sir nu poate avea mai mult decit o 
limitá. | | 

12.  Demonstraţi cá dacă şirul (a&)&e y nu este convergent către 
zero, atunci există numărul real pozitiv a şi numărul natural nj, 
astfel ca pentru orice n > No, |n| > a. 


13. Demonstrati că dacă toate subșirurile unui şir sînt conver- 


gente, atunci toate au aceeaşi limită, iar şirul este conver- 
gent către limita comuna tuturor subsirurilor. e 
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14. 


19. 


21. 


22 


l a. h] AAA ciuc as em. 
menul general y/ 4,2. . dp este convergent si lim V ly.. ln => 
l n 
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Demonstrati cà dacă (an)ney este un sir convergent către 
zero si (by)ue x este un sir mărginit, atunci (dn'bn)}ney este 
convergent către zero. 
Demonstrati cá sirurile de mai jos nu au limită 

n 
da = (—1)” ,neN 

2n 4-1 

itti a) 
ln = mate. n , neN 

n 


an = sin (2n + 1) a neN. 


Demonstrati că dacă şirul (an)ney este convergent, atunci 
pentru orice e >:0 există numărul natural n(e), astfel incit 
oricare ar fi numărul natural n, n>n (e), si oricare ar 
fi p natural |da+p — an| < €. | 

Folosind exercițiul precedent sá se arate că şirul (4n)hney cu 


1 1 
än + 1 + 2M z +... + ES nu este convergent. 
> n 


Deduceti, apoi, cá a; este nemárginit si, deci, lim ay = + co. 


n 

Fie (nen, (bn)neaw două şiruri de numere, astfel ca b, > 0 
pentru orice n, iar şirul (ba)ne y definit prin Sp = b, + ...+ 
+ by să aibă limita + oo. 

Să se arate cá dacá-lim 2 există, atunci există si 

: AS : 

Ay + dg d- ... + Qn 
Bit Dc Ba 


Sá se deducá din exerciţiul precedent cá dacă lim an = l, 
dis - n 


lim si cele douá limite sint egale. 


atunci 
" a Ao 3 ... a 
ioa; o Ia y 
n n 


Fie (d5)ue y un şir de numere pozitive astfel că există 


Ana 


lim . Să se arate că există 


n An 


. DI X 3. v 
lim Va; si lim Vas = lim În, 
n IM n Gu 
l'olosind rezultatul precedent sá se arate că dacă (Anne y este 


un sir de numere pozitive convergent, atunci sirul avind ter- 


= lim am. 
n 


M— 
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Sá se arate cá sirul avind termenul general 


[aa AT 98 4-4 mă 
12 1?--y1--2?-- ... -- V1 + n? ` cA 
ln = +A tr este convergent si sá se 


n? 
calculeze lim a, (se poate aplica ex. 21). 
| 1 


aM w * à . Li . f 1 : 
Să se arate că şirul (drdmey definit prin dy = — + + 
n n+ 1 
k é v 1 . 
+ ,..+ este convergent si cá — < lim dn < 1. 
ndn 2 


Fie a un număr real, a > 0. Sá se studieze monooma, mär- 
Sinirea si convergenta sirului 


(an)ne x: dn — - fa dep p oi Va 


in An a fiind scris de n ori. Sá se calculeze lim ag. 


27, 


29, 


30. 


Fie a şi b două numere reale pozitive si k un număr natural. 


Fie a, =y a + Va y IL la + Vo + s Vb 
in da, a fiind scris de n ori, iar b de k ori. i | 
Să se arate cá şirul (daJney este convergent şi să se calcu- 


leze lim ay. 
n 


Fie a si b douá numere reale pozitive. Definim recursiv siru- 


A , è nn 
rile (anhex $i (bn)nex prin a, = = i =Vab 


EE 
2 9 


— a e b E Rn 
; b, — Va, b,, seas (usa — v ew bn+1= Vanda: 


Să se studieze monotonia si convergenta şirurilor (anne N 
Și (bi)ne y 


Sá se arate cá dacá sirul (Uadney satisface condtiia An + 
T üns do... + 4445 = k pentru orice n, p fiind număr 
intreg si k o ) constantà realá, atunci el este periodic. 


Fie (4nmey un Sir de numere reale care satisface conditia 
an 24g. d- ... +P nip- = k pentru orice neN, p 
fiind yn număr natural, iar k-o constantá realá. 

„Să se arate că şirul este mărginit şi convergent. Calculati 
lim an. 
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31, 


Ecl: 3, 


pince 33. 


36. 


37.- 


152. 


Se dá şirul (dan)ne y definit recursiv astfel: a, = sin z, üni = 


. soi f m cie A 
= sin dp; NE N, unde z eo HE Sá se arale cá sirul este 
2 


monoton descrescátor. 


Sá se studieze monotonia sirului (dale y CU a, == a üns, = 
= a, n e N, a fiind un număr real pozitiv. ! 


y eee log 

a) Sá se arate cà sirul (an ne CU an = ——- 
(a > 1) este monoton si mărginit; 

b) Fie p un număr natural oarecare. Să se arate că 


. 1 log P Y. 
dur ud 


It 
si apoi sá se deducá x po 


Fie a € (0, 1) si (a5). sirul definit prin. d = 0, dg, MES — da 
ne N. Să se studieze monotonia si onyergensa. sruli 
(a)neN. - i 

Fie şirul (an)ne y definit prin 


a Ht zo AY vaN 
Vă ya Yn 
a) Sá se arate cá —2 < ün < <—l; 
b) Să se arate că șirul (an)new este convergent; 
c) Fie p un număr natural, pli: fie 
a Vi 


: | 
bn == + T. pe 
Sá se determine a, astfel ca sirul (bp) să fie convergent si sá 


n+1 n+2 E 


„se precizeze limita șirului (by)ne y. 


Fie (an)ne y un sir de numere reale definit prin a, = a, a, = b, 
2an = an-ı pentru n > 3, a şi b fiind numere date. — 

a) Să se găsească a, în functie den, asi b; 

b) Sà se găsească lim An. 


Sirul de numere Tn (an) este definit prin a, = a, a, = b, 
(x + B) an = «an-ı + Ban 4 pentru n z 3, a, b, a, B fiind 
numere reale (x > 0, B > 0). 

a) Sá se gáseascá an in functie de n, a, 5, a sip; 


b) Sá se găsească lim a. 
n 
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38. 


42. 


Să se determine limita sirului (d5)ne y unde 


-n 
k 
dn = ) = TRER, Y 21. 
E 
k=1 


ex wo a 
Sá se arale cà lim yn =.1, 
n 


n s 
v xo]: a ; . > 2 
Sá se arate că lim T O pentru orice numár real a. 


n n 
Sà se calculeze 


Să se arate că șirul (an)ne y definit priu. 


So n AE 
a) a = iX 
on ur 


3») An E ET € (p EN, p2 >D : DE d | z 
ci V opm x Iii ud 


este convergent 5 sá se calculeze lim an. 
n 


k=1. 


Sis se arae cá pres Esa dat prin An "E (y: + a J 
n 


esté conv egent y si. sá se calculeze lim dn. 


AA. 


Lx 


Să se arate cá sirul 1 (essen dat prii 


pa P (es e m a F neN, este convergent si sá se . 
SE Mu lim dn. : - | 


Fie Ma un sir de numere reale pozitive descrescător la 
n 
zero. Pentru fiecare n e N fie ds = Y) (—1)4az. Sá se arate 
KI A 


că șirul (Sn)ne este convergent. 


` 
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47. 


49. 


.. b) lim 


154 


S * iy PP ,., P 
Sá se arate că şirul (an)ne y, dn = a e i pe Lad , p fiind 


un numár real pozitiv, lí convergent $i sá se calculeze 
lim An: 
n 


Fie a un număr real pozitiv gi (daag y şirul definit prin a, = a, 
An+1 = a n, n > l. 


Sá se studieze monotonia si convergenfa teii (di 
Să se deducá g si B, astfel ca şirul (Une y cu. 

An =2n? + 4n + 1 — an — DB să fie convergent si lim a, = 
= 2y2. | 

Să se deducá « gi f; astfel ca şirul (Ande y definit prin 

dg = ys pnl —an—f sá fie convergent 


1 
şi lim an = — 


4X9 


Sà se calculeze : 


a) lim Vm rn—n; 
: s E 


VnYi-Yn . 
n XA ARES 


e) lim n (Vn — 1); 
. n : 


E map Y 1 
y 1 — + —+...+=—]; 
im Sr erc 


e) lim (n? + 1) sin (n2) | 


n n? ` Uu 
T 
l cos — T 005 +... + eos — 
D TA lp M. 


n i nyi 


g) lim n sin E; 


, 
n n. 


à HM T S-a 
h) lim sin? — + sin? E... + sin? —; 
In. n+l. | 2R 


n 
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S di 
i) 


j) 


"y 


T 
cos? — + cos? E 4.4 cos? E 
i n n 1 
lim + - zm ; 
n n 
i, ay 
n n 
i a +b 
lim | ————]|,a250, b>0: 
n 2 
1 
14 sin2 E pe cos = 
lim : 
T 1 c Sin = 


ja» fs 

lim : Bre. xx A ; 

n 2+Vi 24 y2 2 + Yn 

na PRU e 1; 

n 24:6 ...2n 

5 n ba 

Aim [i k? + 4k 1 

n & = KI +4k + 3 

um (1 + a)(1 + a?) (0 + a?)^, unde ja] «1; 


n. ic i 


ad. is 
im | uda 


Jim Zn unde Ip = a%p_, + b pentru orice n > 2, la] « 1; 


tim [ E o d fd | zl 
T mo "mor : 


n n+1 n 
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| y) lim II af kt REN, Sa 
n k=1 
w) lim | ———— AR cn AA Y 
n (1424 YY anal 2n n+ " 


A ty LI. HL) 


; ME Es. 
| y) lim [are sin - TA x = 4- P UL sin cr E 
z) mp3 + z (i ++) e E oo 


3. LIMITE DE FUNC. E 


A. Definitia 1. Fie a un. numár real. Multimea VER se nu- 


c vecinătate a punctului a dacă există 3 zx 0, aste ca a (a—4, 


: eer = 


1. 


Fie a€ R şi V(a) mulţimea tuturor vecinátátilor punctului a. 
Arătaţi că: AS cs 


Vi] pentru orice V e v). ae V; 


V,] dacă Ve V(a) si U este o submulțime a lui R astfel ca 
VE U, atunci U'€ V(a) ; : 


Va] dacă Y, e V(a) şi V, € Vía) atunci V, N V, e V(a}; 


V;] dacá V e V(a) atunci existá We V(a) astfel ca pentru 
orice beW (V e V(b). : 


Definiţia 2, Multimea V Œ R se numeşte vecinătate pru 
-4 oo(— oo) dacă există numărul real a astfel ca {x € R : x > a EV 
(respectiv (re R:z < aj E Vk. 
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Notind prin V(+ œ), respectiv V(— 00) mulțimea vecinátátilor 
lui +œ, respectiv — oo, atunci proprietăţile V, — V4, se menţin. 

Definiţia 3. Fie A o mulțime de numere reale. Elementul 
TER se numește punct de acumulare pentru mulţimea A dacă 
pentru orice Ve V(x) există ty 4x ape VAA. 


Exerciţii 

1. Mulțimea A C R are pe +- œ (— oo) punct de acumulare dacă 
și numai dacă A nu este mărginită la dreapta (la stînga). 

2. Sá se găsească punctele de acumulare: ale multimilor 


a) A = [a, b], b) A — [a, b] c) A = (a, b)-(a < b); d) A = 

.3. Pentru orice a, bERU i—oo, oa b există V e V(a), 
U e V(b) astfel ca V N U= Ø. 

Dejinitia 4. Fie f: A — R o funcție definită. pe ACR si cu 

^. valori reale si fie. a un. punct de acumulare pentru multimea A. 

Eiementul le RU (+00) U í— co]. este limita functiei f in 


punctul a dacă pentru orice vecinătate. V e V (1) existá vecinátatea - 
U € V(a) astfel ca pentru orice x e U (| Ax x a sá avem f(x) e V(). - 


M. În acest caz scriem 1 = lim f(x) sau simplu, T= lim f(x). 
eme za 


* nn TEA, TX l 
Remarcăm faptul că o funcție poate avea limită în puncte în 
care ea nu este definitá. De asemenea, limita -unei functii 
punct in care functia este definitá nu este in mo 
cu valoarea functiei in acel punct. ad : 


intr-un 
d necesar egalá 


„Comentarii si exereitii- rezolvate 
I. Limita unei funcţii intr-un punct, dacá existá (finitá sau 
.  infinità), este unică. E. 

2, Fief:A— Ro funcţie definită pe A C R o functie definitá 
pe A C R şi cu valori reale şi fie a un punct de acumulare 
al mulţimii A, Dacă există lim f(x)—lsgil-0 (< 0) atunci 


ra 
TEA, ra 


existá o vecinátate a punctului a, V e V(a) astfel că f(x) > 0. 


(f(x) < 0) pentru orice xe V (VA, T-A 
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3. 


Fie f: A — R o funcție definită pe A si cu valori reale si a 
un punct de acumulare al mulțimii A. Funcţia f are limita l 
în punctul a dacă si numai dacă pentru orice sir (4n)ey de 
elemente din A, “are are limit” a, şirul [f(u5))nex are limita l. 


Solutii 


1. 


Fie f: A — R, a un punct de acumulare si să presupunem 
că există elementele l, l € RU (4- oo, —o0j astfel ca 
L= lim- f(z) l= lim f(x) 
ra Ta 
XEA, xza] freA, xa] 

Fie Vie v(lj) ; există atunci (definiţia 4) U; e V(a) astfel ca 
pentru xe UN A, zz a, f(x) e Vi. (= 1, 2,). 

Fie U = U, Q Uz Atunci f(x) e V, N V, pentru orice z € U f 
(| A, x £a. Prin urmare oricare ar fi Y, € V(L,) si V4 € V(l5) 


V, (^) V; +0 (deoarece U (^) A contine puncte diferite de a) 
ceea ce arată, conform exerciţiului 3, pag. 157, cà I, = ly 


Fie «e R astfel ca 0 « « <l. Atunci (x, oo) € V(l) si, prin 
urmare, există U e V(a) astfel ca re U N A, x za să im- 
plice f(x) € (x, oo) si deci f(x) > 0 pentru orice ze U( A, 


 rz--a:R Demonstraţie similară pentru l < 0. 
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Demonstrám . la inceput partea ,numai dacă“ (necesitatea). 
Fie deci | = 1i f(x) şi fie (an)new un sir din A, In Za pen- 


tru orice a asttel ca zn an = a. Fie Ve V() o vecinătate 


arbitrară a lui |, există U e V(a) astfel ca x e U NA Aa 
sá implice f(x) e V. Deoarece lim dy = a, rezultă că, dat fiind 


U, există numărul natural n, (care depinde de U gi deci de V) ' 


astfel ca n > mn, sá implice an € U. Atunci pentru n > ng 
f(An) € V. Recapitulind, pentru orice V e V(I) există ny e N 
astfel cá n > n, implicá f(an) e V ceea ce demonstreazá cá 
lim f(an) =L 


Demonstrám acum partea „dacă“. Pentru aceasta vom 
arăta cá dacă'/ nu este limita funcției f, în punctul a atunci 


există un sir (an)ney dn € A, an % a pentru orice ne N astfel 
încît (f(a5))&ey nu are limita l. In adevăr, ipoteza se traduce 


în: există V ēv(l) astfel că oricare ar fi Ue V(a) ‘există 
ay EU JA aya astfel incit f(ay) & V. Să admitem că a 
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. . L 1 e . . 4d 
este finit; atunci [a — as a + PI V(a) si deci există 
1 n 


An € =i Cape ri (| 4. an + a astfel ca f(an) € V pentru 
1 

ne N. Decarece [dan — al :<— rezultă că lim a4 = a, dar 
n 


flan) & V oricare ar fi n e N arată că şirul (f(as))ney nu poate 
avea limita |. 


Definiţia 5. Fie f: A — R o funcţie definită pe A si cu valori 
reale si fie a un punct de acumulare al multimii A, astfel incit 
pentru orice ne N Dn a) (1A #0. Elementul le R U 

n æ l 
{—œ, œ} se numește limita la stînga a funcției f in punctul a 
dacă l este limita (conform definiției 4) în punctul a a res- 


trictiei funcției f la A N (— oœ, a) (Analog se apese limita la 
dreapta). În acest caz notăm 


LS iis f(x) (respectiv l = an f(x). 

Teorema 1. Fie f: A — R o funcţie definită pe A si a valorii 
reale (A C R) D fie a un punct de acumulare al multimii A astfel 
cá pentru orice n eN fa, a uc MA contine. puncte 

n n 


diferite de a. Atunci f are limita | in punctul a dacá si numai dacá 
există lim f(x), lim f(x) si lim f(x) = lim f(x) = l. ~ E 
rta | "an rta rla . 


EXERCIŢII PROPUSE 
f 1. Arátati că funcția f: R— R definitá prin 


1 
CE Rb O77 
0 1—0 
are limita +œ in punctul = O. | 
e. Arátati cá functia f : (0, oo) definită prin Fe) — sin ES nu are 
limită in punctul z = 0. 


$23. Arátafi cá funcţiile sin si cos nu au limită la +00, şi — %0. 


~ 
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A 00 W REM 
+ 4. -Arătaţi cá lim a? = | T dacă, qz» T, 
; a+ 0 dacă 0 <a <1. 
po " E AY at 
5, Arătaţi că lim — = ++- œ, unde a > 1. 
zoo X 


6.  Arătaţi cà lim ze = Q. 
l 200 : 


Sá se calculeze urmátoarele limite : 


` sin x — tg x 
sÅ 7. PEM en ci el: ză 
i i 


r30 sin? x 


T. M EA sin? x—1 
r30 '"— 1 
. eos (xc* (—cos (xe 
r30 x? - Să : S 


a) Arátati cá pentru sele atura]. m, n, k cum n >k 


ch ok E e 
ck nk 


b) Deduceti cá pentru orice numár real pozitiv u si pentru 
; orice- număr rational r>1, (1+ uf >1+ru. 


- €) Folosind rezultatul de la b) arátati că funcţia f : (0, 00) > 
— R f(x) = k + zl este strict crescátoare, 
T~ 


d) Calenlaji | lim f(z). 


14. Demonstrati că dacă lim [(2) = -o0 si lin, g(a) = 1> 0. 
atunci m [f(z):9(z)] = ae 
Deduceti “tim (£ — 5r? b 1), imi ea + 37. — 1). 


r0 | 


4 
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1 1 


15. Calculind lim e? , lim e * deduceti că funcţia f definită prin — - 
+40. xto 
1 


fa) =e”, xeR N {0} nu are limita in punctul x = 0. 
ar ad 

16. lin ——. 
xaa T—A 


COS pr — COS qu 
Faccio ce ta, Lon 


| pur. lim 


130 x? 
de red 
r ay * x x q Y - 
: a” + b R a a E a 
10. ba (EI) ona [£e e) 
230 2 ao | R 
19. Jim MES z—are:tgz cr D EA 
“230 - ; 2 > Ra ~; A E 2 . EE TE | 
20. lim e | ii lu E II E 


0 Vitro Qi—z 
o dbredgd a 

Vz +2— Va 20, 
27 ETETE 


93. lim ib arbor — Y aya 


x>0 xs z Ya+a—fa=z 
di Ti d — cos cos 2x cos 3x cos 4z ' 
x>0 i DA AS : ai e i 
25. lim (2— tg z yctg z) 707 
26, . lim (cob «3. 
z30 In (cos Q zx) 
27; Aii And + sin Vz) ; 
28. lim (sin LES cos +). : une E d xs 
X z Me A de 
161 
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29, lim —: 6b dom — In( ed) s. 
r0 arc tg (1 + zx) — arc tg(1 — x) 


30. lim [In(e + e^?) — a]. 


200 
; In (tg x 

31. lim, 22, 

a — Cos 2c 

m 

» e" — cos t " 

32. lim 
i0 X 
. sin (n arc cos x 

33. lim e ru) 
231 V1 — a? 


x<l 


» n mE ime) 
34. lim — loga [INI F kz. 
i k=1 : 


x>0 NT 
E: sin xt m 3 1 cx IA er Ue Io Mp AM EE A 
35. lim i m — : RES SS A A A 
Pd. y2 | dese 
4 . = TtT = = 
4 


4. FUNCTI CONTINUE = 


Definiția 1. Fie f: A > R, AC R şi a e A. Funcția f se E 
continuă în punctul a dacă pentru orice-e > 0 există 3 > 0, ast- 
fel că zeA |r —a| < 8 implică fla) — f(a)| < e. 

Dacă f este continuă în orice punct al ote A, spunem cà 
f este continuă pe A. 
.. Yeoremă, Funcţia f: yam R, A « R definită pe A si cu va- 
lori reale este continuă in punctul de acumulare a € al mul- 


timii A dacă si numai dacă există lim f(x) si lim f(z) = f(a). 
xu Xa 


Exemple si exercitii 
1. Demonstrati cá funcţiile sin si cos sint.continue pe R. 


2. Funcţia f:(0, 00) — R definită prin f(x) = Vz este o con- 
tinuá pe R. > 
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| 3, Funcţia “fi R=>R definită prin f(xr)— Y d, x*, unde 
A a € R (k= 0,...n) este continuă pe R. 

4. Funcţia f: A — R este continuă în punctul ac A dacă si 
= numai dacă pentru orice V e V(f(a) există o vecinătate 
U e v(a), astfel că ze UN A implică f(x) e V. 

j [ + E z 0 
9. Funcția f:[0, 00) — R definită prin f(x) = x 
1 e == 0 
l este continuă pe [0, oo). | | 
E 6. Funcţia f:R—R definită prin f(x) — [x] = partea în- 
treagá_a-lui-x nu este continuă. Găsiţi punctele în care f 
nu este continuă. ! 
Solutii 
1l. Avem [sin x — sin Za] = 2 sin | |cos IE < |z- — xl. 


N 


Prin urmare e > 0 fiind dat, luînd 3= e, rezultă că Ja — 
— Tol < 8 implicá [sin 1 — sin z| < e. 


T 'L— Lp » Tz | , 
NM - Vs, E E Prin urmare pentm e >0 
luînd ò = e Vio, cind zr, 4 0, obţinem că |z — el < 3 im- 
plicá. | Vz — Vio] «e. 
- Dacă q = 0, luînd jar |x— 0| « 8 implică | Vz — 0l < e. 
E t n k—1 
3. (fi) — f) « Y la la? — ef] = Y, lae] [22] | 2722, + 
i k=0 k=1 ; 
l n i h 
re e pei t e E Y, lazi Ju — zol (k + 1) (1 + |zgl)* < 
ev CN er | 
n i 
< Y las] |æ — aj] (n + 1) (1 + Jas?) 
kzl l . 
dacă |r — xp] « 1. | ^ 
12 — Ghid de pregătire la matematică - i i | 163 
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Fie M = max [laz] : k= 1,2,...nj. Luind, pentru e > à 
A oC PI 
' Mn(n + 1)(1 + a) 
3 „implică |f(z) — [(%9)| < e. 
"4. Fie a un punct de acumulare pentru mulțimea A. Fie f con- 
tinuá în a si fie V e V (f(a). Atunci există e > O astfel ca 
(f(a) —e, f(a) + e) CV. Există 5 > 0 astfel ca [x — aj < 
< 5 implică |f(z) — f(a) < & adică f(x) e (f(a) —e, fla) + 
+ e) V este deci suficient să luăm U = (a — 83, a + ò) e 
eV(a) încît din ze V (A să rezulte f(x) e V. 
Reciproc, sá admitem afirmaţia, pentru orice V €e V(f(a)) 
există U eV (a) astfel ca zeV( A sá implice f(r)e V“. Fie 
e 72 0; atunci (f(a) — e. f(a).-3-e)e V f(a); există U ca mai 
sus, deci există intervalul (a —8,a +0)C U, 8 >> 0 astfel cá 
xe(a—3,a+.08)(7 4, implică f(x) e (f(a) — e  f(a) + e), 
Altfel spus, | eC E I D m 
jr — al <8 ze implică !f(z) — f(a)| P e 


<= "á A - è c" " 
5. Demonstrám că f este continuă in x = 0. În acest scop cal- 


ô = min ți 


5 rezultă cà |r — xj <ò 


culám lim f(x). Fie g(z) = Inf(z) = x In [1 + l|. Avem 
dG-—0 | | el. 
lim y(2)= lim z ln (142) tim 1o Ey) = lim P+D. 
X-0 X0 r y2- y E y>00 1+y 


, 


; 1 d ACA . . P » w | - 
DES, Deoarece funcţia ln este continuă, rezultă cà 


y > " 
lim f(r) = 1. În punctele z 4 0 f este: continuă conform 
X0 

- teoremei de continuitate a funcţiei compuse. 


6. Funcţia este exprimată prin 
f(x) =p dacă re[p, p + 1), p fiind întreg. 
De aici rezultă uşor cá f este continuă în orice punct neín- 
treg și nu este continuă în punctele întregi de pe axa reală. 
Inserăm mai jos cîteva proprietăţi utile ale funcţiilor 
continue care nu pot fi demonstrate la nivelul cunostinte- 
lor medii. 


Teorema 1. Fie f: [a,b] — R o funcţie continuă definită pe 
segmentul [a, b]. Atunci există o constantă M > 0 astfel ca |f(z) < 
<M pentru orice re[a, b]. În plus, există «, Be[a, 5] astfel 

„ca fla) < f(x) < f(B) pentru orice zx e [a, b]. 
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| "Teorema 2. Fie f: A — R o funcție continuă pe A. 
Imaginea unui interval I CA prin f este un interval (1 poate 
d fi interval închis, deschis sau semideschis). 
Teorema 3. Dacă f : (a, b) — (c. d) este o funcţie continuă bijec- 
tivá, atunci f este sau strict crescătoare sau strict descrescátoare. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME PROPUSE 
Să se studieze continuitatea următoarelor funcţii : 
1.- fon — max (sin x, cos T z efo]. TE 


2. jf(x)-— max (g(), ON x € (a, b), unde hosi g sînt două func- 
tii continue pe (a, b). JW Cau =% 


3. f(x ss 1 pentru z rational TÉ BR. 
O pentru z irațional . 
Suc == pentri- g E (0, 1]-—-—— 
4 f(r)—: b | A CR 
“LO pentru z— 0 
ic | Ta dacă Ja] > 1 
| 1+x? ! 
5. f(1)= SEE | 
4553 4E sin > dacă I E 1-a 
Discutie dupá a € R. BUR 
- x pentru x rational 
“r? pentru z irațional 
i x? pentru z rational 
a PDT mme 
—a? pentru r irațional 
És i | 22 pentru re Tu oo, —2] 
T Eti 
8, f(j—1-—2 sin 7 pentru ze(2, 1) " 


A 
"ER —] pentru xe[1, oo) 
zpi 
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(1.— n) [E entru r&[0, 7) n, 2x 
9. e= Eye RE An 
a pentru zx = T 
| 4 arc sin em ze (—co, —1]JUTt. + co) 
T 
10. f(x) = 
2. y 
| | sin Dt sei, 1) 
a2—i 
(E rec, TUU, +46) 
: x?--2r--1 
11. f(x) = x . T _ 
a — sin — (1—22):z e (1, 1)/(0] 
|x| Es 
bo £=0 
Í > Pa 01) 
12. f(x)—4 x 
l a | z=0 i 
z sin re (o E 
13. f(x) = 4 ^X Tr ) 
:0 ru) : 

14. Sá se arate că dacă f:A — R este o funcţie continuă pe A, 
atunci funcția y: A — R definită prin g(x) = [f(x)]?, ze A, 
este continuă pe A. 

Reciproca acestei afirmaţii este adevărată ? 

15. Dacăf:A—R este o funcţie continuă pe A atunci funcţia 
F:4—R, |fl(x)=f(2), ze A, este continuă. Reciproca 
este adeváratà ? 

16. Fie f Şi g două funcţii reale definite pe A astfel incit f $i g-f 
sint continue în punctul z,. Este g continuă în punctul 29? 
Arátati că afirmaţia nu este, in general, adevărată. Adáu- 
gafi o condiţie funcţiei g pentru ca răspunsul sá fie afir- 
mativ. | V | 

17. Fie f:(a, b)  R o funcţie continuă in punctul zy € (a, b). 


Dacă f(x) > 0 (f(x) < 0) atunci există un interval I= 
= (x9 — 8, zy + 8), 83 > 0, astfel că pentru orice zelf) 
( (a, b) f(x) > 0 (respectiv f(x) < 0). | 
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18. 


19. 


29. 


21. 


26. 


— 
Fie f : (a, b) — R o functie continuà pe (a, b) si astfel incit 
există a = lim f(x) lim f(x) =f finite sau infinite. Dacă 
aha x7 b l 

«:Q <0 (convențiile — oor? < 0, —co (+0) < 0) atunci 
ecuația f(x) = 0 are cel puțin o rădăcină reală pe (a, b). 
Arátati că ecuația cos r = r are o singură rădăcină reală 

fa Ti 
pe [0, =]. 

2 

Să se găsească numărul rădăcinilor reale ale. ecuaţiei e? = 
x(n — număr natural) pe (— oo, 0). 
Fie f: R — R definită prin f(r) = 3? + ax+ unde g > 


> 0, Xe R. Sá se arate cá f este strict crescătoare pe R si 
continuá. Folosind aceste afirmatii sá se arate cà ecuatia 
zx? d- ax += 0 are o singură rădăcină reală.. 


Fie f: R — R o funcţie continuă in punctele z = 0, x= 1 
si care satisface condiţia f(x) = f(x?) pentru orice re R. 
Sá se gáseascá f. i 


a) Fie f: R— R o funcţie astfel încit f(x +.y) = f(x) + 
+ f(y) pentru orice x, ye R. Sá se arate că pentru orice 
p rational si orice xe R, f(px) = p-f(x). d | 

b) Arátati că dacă funcția f: R — R satisface f(x + y) = 
— f(x) + f(y) pentru orice z, ye R si este continuá intr-un 
singur punct, atunci ea este continuà peste tot si f(x, y) — 
= z-f(y) pentru orice x, ye R. - i 

c) Deduceti. toate funcţiile f: R — R continue care satis- 
fac conditia f(x + y) = f(x) + f(y) pentru orice x, yeR. 
f: R— R o funcţie continuă in x = 0 astfel încît f(kx) = 
= f(x) pentru orice x C R, k fiind o constantă reală pozi- 
tivá. Sá se arate cá f este constantá pe R. 


Să” se găsească toate funcţiile f: R — R continue si care 
verifică condiţia f(x + y) = f(x)-f(y) pentru orice x, eR. 


5. FUNCȚII DERIVABILE. 


mulţimii A. Spunem că f este derivabilă în punctul a dacă există 


şi este. finită limita lim 
xa 


f(x)— fa) 
T 


SR În acest caz, notám limita 
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prin f (a), numărul f'(a) numindu-se derivata funcţiei f în punc- 
tul a. Dacă f este derivabilă in orice punct din A (deci A este for- 
matá din punctele de acumulare ale ei) spunem cá f este deriva- 
bilá pe A. | l 

Dacă limita de mai sus este -+ œo (sau — co) se spune că deri- 
vata lui f este, în punctul a, +00 (respectiv — oo), dar aceasta 
nu înseamnă că funcția f este derivabilă în punctul a. 


Exemple si exerciții 

n 
ayz* este deri- 

er 


k 


m Funcţia: f: R — R definită prin f(x) = 
Š -x Ñ e z i l : » ; 
vabilá in orice punct ze R si f'3)— Y k ayz*- 
V p k=1 a 
(a, sint constante reale). : 
ES 2. Funcţiile sin, cos sint derivabile pe R. 


^ 


Sin” (d) = cos d, cos'(a) = —sin a. 
3. Funcţia f:[0, oo)—- R definită prin f(x) = Vx este deri- 
vabilá pe (0, o) si y” (z) = "€ pentru orice ze (0, 00), 

~ 2Yx Se 


dar nu este derivabilă în punctul z = 0. Totuşi, deoarece 
a ia 0 - F 

lim 2210 = +00, se spune cà radicalul (de ordinul al 
r0 XY — 


- doilea) are derivata infinită în origine. 


Remarcám — dată fiind constatarea noastră că se face 
adesea confuzie — că derivata unei funcţii într-un punct 


nu este egală cu limita derivatei în acel punct: e posibil 
ca această limită să existe, dar functia să nu fie derivabilă 
in punctul respectiv. - 


^. Funcţia f: R — R definită prin 
Lap] re(—o,0) É 
f(x) —40 z=0 


r--2  ze(0, +0) 
este derivabilă în orice punct t # 0 si f'(x) = 1 lim f'(x) =1, 
! z- 


- darf nu este derivabilă în punctul x= 0. 
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Definitia 2. Fie f: (a, b) — R si ce (a, o. Dacá restrictia 
funcţiei f la (a, c] (la [c, b) este derivabilà in punctul c spunem cà 
f are derivatá la stinga in punctul c (respertiv, cá f are derivatá 


la dreapta in punctul c) si o.notám prin fs(c) sau EL 0) (res- 
pectiv fa(c) sau f'(c + 0). : 
Se poate arăta eu uşurinţă: 

Propoziția 1. Fie f: (a, b)=> R ŞI ce (a, b). 


Dacă există fs(c) si fa(c) si sint egale, atunci f este derivabilă în 
punctul c si f'(c) = fs(c) = falc). 


Această propoziţie este utilizată foarte des atunci cînd se studi- 


ază derivabilitatea funcţiilor deiinite pe reuniuni de intervale 
(„prin acolade“). > Lx 


Definitia 3. Fie f: A—R-o funcţie. definită pe mulțimea A 
formată numai din puncte de acumulare ale ei (de pildă cînd A 


este un interval sau o reuniune de intervale). Dacă f este deri- - 


vabilă pe A, atunci fiecărui punct ze A îi asociem numărul f'(x). 
În acest caz. avem de considerat funcţia care realizează corespon- 
denta A az —f'(x)eR. Aceastá funcfie o notám prin f' si este 


prin definitie, functia derivată a lui f, sau, mai scurt, derivata 


lui f. 


s Definiţia 4. Fie f: ASR o fonetis derivabilá pe a: Dacă 
funcţia f!: A=> R (derivata functiéi f) este derivabilă pe A (in 
Xo > A) spunem cá f este de două ori derivabilá pe A (în xo € A) 


si notăm f''(xp) in.loc. de (Py (0) : 
Prin recurentá se defineşte prin relația 


fn) = y (e). 

derivata de ordinul n a funcţiei f în punctul z. 

Definiția 5. Fie f: A — R si a € A un punct, a tfe! să existe 
o vecinătate V e V(a) pentru care orice zeV(4A f(x) < fa) 
(f(x) > f(a)). Spunem in acest caz cá punctul a este un punct 
de maxim local (respectiv minim local). 

Dacă în inegalitátile de mai sus sensul < (2) este inlocuit 
| prin x (respectiv >) a se numeste maxim local strict (mi- 


nim local strict). Punctele maxim si de minim se numesc puntte 
de extrem. 
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| Teorema la Fermat. Fie F:A— R si acA un punct de 
extrem al funcţiei f. Dacă f este derivabilă in punctul a atunci 


f'(d) = 0. 


Teorema lui Rolle. Fie f: A — R si fie [a b] (C A (a <b) 
Dacá eg | 

(1) f este continuă pe [a, b] . 

(II) f este derivabilă pe (a, b) 

(III) f(a) = f(b) 


atunci există cel puţin un punct ce (a, b) astfel ca f'(c) = 0 


Dacá | 
(I f este continuá pe [a, b] 
- (II) f este derivabilá pe (a, b) 
~ - atunci există cel puţin un punct c € (a, b) astfel ca f(b) — f(a) = 


Teorema lui Lagrange. Fie f: A — R si fie [a, b] C A (a <b) 


& 0 079 : o cs 


Remareá. Condiţiile din teoremele, Rolle, Lagrange sint con- 
ditii suficiente dar nu sint necesare (cum se va vedea in exerci- 
tile de mai jos). Adesea se dau probleme de genul următor. 
Fie f: A — R. Să se verifice aplicabilitatea teoremei lui Rolle, 

| ori Lagrange. | | 

=: Desigur o asemenea formulare nu este completă sau, în orice 
caz, derutează, pentru că este posibil ca una sau mai multe din 
ipotezele teoremei lui Rolle (de pildă) să nu fie satisfăcută şi to- 
tuşi concluzia să se menţină. 

De exemplu, fie f : [—1, 2] > R definită prin f(x) = x?. Această 
functie nu satisface condiţia (III) din teorema lui Rolle, prin ur- 
mare nu putem aplica această teoremă pentru a deduce că există 
un punct în (1, 2) în derivata Jui f este nulă, dar aceasta nu în- 
seamnă că un astfel de punct nu există. Dimpotrivă, în acest 
caz, f'(0) = 0. Aşadar teorema nu este aplicabilă dar condiția 
“exprimată de concluzie este adevărată ! 


Exemple și exerciţii rezolvate. 


4. Studiind funcţia f: R— R, f(z) — |z|. deduceti că ipoteza 


ca f să fie derivabilă este esenţială în teorema lui Fernat. 
[-4 


de Studiind funcția f: R—> R f(x) = 3? deduceti că conditia 
f'(xj) = 0 nu este suficientă pentru ca xz, să fie punct de 
extrem. E 
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| | PI == 
Fie f:[0, 1] > R definită prin f(x) = 
— z&(0, 1] 
X 


Studiind aceastá func(ie deduceti cá ipoteza (I) din teorema. 
lui Rolle este esentialá. 


„Studiind funcţia f: [0, 1]—> R definită prin f(x) = 


0 =0 
=4 2% —r+ i x € (0,1) 
0 l qul 


arátati cá conditia (I) din teorema lui Rolle nu este nece- 
sará. 


Coustcuiti exemple brin care sá se obtiná esentialitatea con- 
ditiilor (II) $i (III) din teorema lui Rolle. 


Construiti exemplu care sá ilustreze cá conditiile (II) si (III) 
nu sint necesare: 


e 


Soluţii - dă D E " 
Punctul x = 0 este un punct de minim local (în fapt, punct 
de minim absolut, dar funcția > |x| nu este derivabilă 
mxu=0... “: 

Functia t> derivabilă pe R, f(x) 2 32? pentru orice 
TER. f'(0) = 0, darf punctul zr = 0 nu este punct de extrem 
local deoarece f(x) — 0 pentru orice x < 0 si f(x) > 0 pen- 
tru orice z > 0. 

Functia din enunt satisface toate conditiile din teorema lui 
Rolle cu exceptia Poncipiel (i): f nu este continuă, in punc- 


tul z = 0 f(x) = = — — pentru ze (0,1)sise vede cá f'(x) 40 
pentru orice ze (0, 1). Astfel, conditia (I) este esentialá 
in teorema lui Rolle. 

Funcţia considerată nu satisface conditia (1) din teorema 


„lui, Rolle, deoarece nu este continuà in punctele. 2==0,. 
t — 1, Pentru ze (0, 1) f'(x) = 2 — 1 si se vede că pentru - 


z= (0, 1), [ (2) = 0, r2) 9) 


171 


CE Scanned with OKEN Scanner 


A ` ; . IHE 

.. Fie f: RR Ja) =t Pe [—1,. 1] Peste continuá, deri- 
vabilá cu exceptia punctului z — 0, f(—1) = f(1) = 1, dar nu 
există nici un punct în (1, 1) în care derivata să fie nulă. 
Aceasta arată că (II) este esenţială în teorema lui Rolle. 
Considerînd f : (0, 1) — R, f(x) = x? + x + k care satisface (i) 
si (I, dar nu satisface (III), si observind că f'(x) = 27 + 1 x 
+ 0 pentru orice ze (0, 1) deducem că (III) este esenţială. 


APLICAȚII ALE DERIVATELOR. 


A. Regulile lui PHospital. 
I. Fie xz, un punct de acumulare (finit sau infinit)-al unui in- 
terval 7, f si g două funcţii definite pe I. Dacă 
pd — (D lim f(z) —- 0:si lim g(2) -0 
= ; r-—r ` Tr 
| (I) f si g sint derivabile pe IN {xa} ; 
(III) g'(x) 4 O.pentru orice ze IN {zo} — p» 


(IV) existá lim 22 (finita sau infinità). 
2057 gom, Q(t) — 


A ` 


atunci 7777. P gm 
a) g(z) 4 0 pentru orice zel (m) - -> WS 


b) functia L are limită in x, si 


lim LE — tim LO 
i zc g(a) — xor gía) oc 
.. 1I. Fie ag un punct de acumulare al intervalului I, f si g func- 
ti definite pe I. Dacá | eS 


(I) lim g(x) = oo (— oo) 

x0 — a | | 
(II) f si y sînt derivabile pe IN 120) 
(III) g'(x) + 0 pentru orice ze IN ix 


(IV) existi lim 4 = (finită sau infinită) 
i x-—-rg (c 


atunci functia L are limita in To Si lim Ei e lim A, 

g i 4 l © ro Y(T) ^ xoc. g'(x) 
am cà există obiceiul ca de îndată ce se 
intilneste o nedeterminare de forma Y 
| d? 


Trebuie sá mention 
co i : 
— , etc. sá se apeleze ime- 
00 
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diat la regula lui l'Hóspital, aplicind direct formula din conclu-- 
zia teoremei fárà a zábovi la verificarea condiţiilor de aplicabili- 
tate. 


| E w à i EH å e x: 
Mai mult, dacá se constatá cà lim LAT, nu existá se conchide 
| | er) Y (x) 
li f(x) 
in mod eronat, cá nu existá lim —— 
to g(x) 


Exemple $ şi exerciţii rezolvate 


10. Fie fşig funcții definite pe. R astel- 


et dqe- [rt dacă X este rational 
0 dacă T este irațional 


= a) = Agr 
! Sås se calculeze dn "wa Se poate aplica regula jui T' Hos- 
Analizind funcţie fs si ig difinite pe efo 0, 2 prin. di = xe. 


-— 


tei lim- fe) nu rezultă: că există "m ro Es Pu T E: a 
I>L o ga). SE pte - a - mut. gu T 
Soluţii. — zog nbl (uio ce 


1 x 


10. Pentru orice sir (Za ey de numere raţionale convergent 
9 


ay . . X * * 
către 0 avem lim 22 — im E = O si pentru orice sir 
.n (x4) n tg tn ; e. 
2 (*n)u en de numere iraționale, convergent către 0 avem lim 
n 
my, 0 > | 
Col = lim = 0, „prin urmare lim to există ŞI 


Ilan) n tg Zn 20 gAV) 
este 0. Deoarece functia f nu este derivabilá, cu exceptia 
punctului z = 0, nu se poate aplica regula lui l'Hospital, 


sU ES | "s > 173 


! sini, ae) = sin 2x. să se arate că din. existenţa limi- 
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(a) e sin — 
E Avati lim —— = lim ——— ——— = 0 z 
x-0 g(x) x>0 2sin x cosa 


EE 1 £i 
Dar lim == LG) pu există deoarece cos-- nu are limita pen- 
a0 g(x) d 


tru x tinzind la zero. 


B. Heprezentarea graficá a funetiilor. Rolul derivatelor. 


in reprezentarea graficá a functiilor rolul derivatelor se ma- 
nifestá im general vorbind, in urmátoarele : 

a) stabilirea monotoniei functiei; anume: 

dacá f este derivabilá pe intervalul J si dacă f'(r) > 0 (< 0) 
pentru orice xve I atunci f este crescátoare (descrescátoare) pe F. 

Dacă f'(2) > 0 (< 0) pentru orice ze J atunci f este strict 
crescátoare (strict descrescátoare) pe I. Dar, este posibil ca f 
să fie strict crescătoare sau strict descrescătoare pe un interval 
chiar dacă f' are rădăcini pe acest interval. De exemplu funcţia 
x— 2 este strict crescătoare pe H desi derivata ei este nulă în 
zero. i 
Este momentul să facem următoarea remarcă : ipoteza că 
mulţimea pe care. studiem monotonia cu ajutorul derivatei esie 
interval este esenţială. Pentru a ilustra alirmatia si a pune in 
evidentá erori posibile sá considerám : f 

Exemplul 1. Fie f: (—00, 0) (0, oc) — R definită prin 


¡as E ze(— oo, 0) 


v— 1 ui 00), 


Ey ident f este derivabilá pe multimea de definiție si f'(x) = 1-0 
pentru orice ze(—o, 0) U (0, 00). Cu toate acestea f nu este 
crescătoare pe întreg domeniul de definiţie. Așadar, în acest caz 
problemei. monotoniei- lui f. răspundem astfel: f este strict cres- 
- cătoare pe (— co, 0) si pe (0, oo) completind ev entual, că pe (— oo, 0) 
U(2, co) funcţia este strict crescátoare. 

Prin contrast functia f: R— R definită prin 


I ees. us. dacă x e (—oo, 0) 


—t —]1 dacă ze (0, oo) 
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este strict descrescătoare pe R deoarece este strict descrescătoare 
pe (—o0, 0), strict descrescătoare pe (0, co) si, esenţial, f(x) < 
< f(y) pentru orice x€(0, oo) si orice y e (— oo, 0). 

b) Stabilirea punctelor de extrem ; anume: dacă f este deri- 
vabilă pe 7 dacă x, € este npe incit f'(zj)) =0 şi există 3-0 ast- 
fel ca pentru ze (rz, — 9, To) f (£) — O (f'(x) — 0) iar pentru 
X € (To To + S) f'(a) «ot (2) > 0) atunci punctul x este: un punct 
de maxim (respectiv, minim) local. 


Punctele in care, derivata íntíi se anulează dar „nu își schimbă 
semnul“ nu sint puncte de extrem. 


Sá ne amintim cà in acest fel nu determinám toate punctele de 


extrem. Care mai sínt alte eventuale puncte de extrem ? (1) cele 


in care functia nu este derivabilá (11) capetele intervalelor in- 
chise sau semiinchise care alcátuiesc multimea de definitie a func- 
tiei (JII) punctele din mulţimea de definiţie a funcţiei care nu 
sint puncte de acumulare pentru aceasta. 


Exemple. . 
i?  xe(—oo, 0) 
0 zE(0,0) 


are in x = 0 un punct de minim absolut, dar f nu este deri- 
vabilá in acest punct. 


3. Funcţia f: i 1] R f(x) =Y1 —23? are în x= —1, 
şi r = 1 puncte de minim desi nu este derivabilá in aceste 


2. Funcţia f: R— R definită prin f(x) =] 


puncte, iar funcția 1) = = min (sin x, cos e ah ze U H 


Toa 
are Pimetets de minim gx = 0, z = a in care este deriva- 


bilá si in care derivata nu este nulă. 
i "T ; 3r A á hec C 
4. Funcţia definită prin f(x) = | zi x| are in == 
E ; T 


= 0 un punct de extrem absolut. 

c) convexitatea si concavitatea functiei; anume: dacă 

funcția f este de două ori derivabilă pe intervalul I si f''(x) 
20 (f'(x) < 0) pentru orice xe J, atunci feste conv exá (res- 

pectiy concavá) pe /. 


yl A | EY E. 175 


i 
i 
1 
1 


CE Scanned with OKEN Scanner 


7 


Exemple. 


5. Funcţia z—- 2? este convexă pe R 
6. Funcţia z— cos x este concavă pe orice interval de forma 
f t - >d $ . Es nS > 
E e si este convexă pe orice interval 
1 2 - 


, 4k--1 _ 4k+3 
de forma | ts m, Ea] 
| 2 2 
d) Punctele de inflexiune; anume: dacá f este de douá ori 
derivabilă pe intervalele (rj — 3, To) Şi (To To + 8) 820 
si are semne contrare pe cele două intervale atunci To este 
un punct de inflexiune. Dacă f este derivabilă de două ori 
într-un punct de inflexiune r, zy, atunci f(x) == 0:-.Dé 
aici rezultă regula practică de găsire a punctelor de in- 
flexiune pentru funcţii de două ori derivabile. 

Exemple: > CEU : | 
7. Funcţia x — a* — 6r? + 2x? + 6r + 1 are punctele de in- 
flexiune x = 1, r = 2. 


^ 


$. Funcţia z—-sign x Jj|z| are in z= 0 un punct de inflexi- - 


une, desi nu este. derivabilă in. acest punct. nd 


9. Funcţia r— Yx+2 are in z = —2 un punct de inflexi- 
une, dar functia nu este derivabilà in acest punct. 


Asimptote. 


Definiția 1. Dreapta x = a (a fiind un număr real) se numeste 
asimptotă verticală a funcţiei f dacá: cel puţin una din limitele 
lim f(x) lim f(x) este infinită (+00). 
aa va . : 

Definiţia 2. Dreapta y = mr--n este asimptotă oblică a 
funcţiei f la 4-0 (—o0) dacă lim[f(x) — mx — n] = 0 (respec- 


t> 600 
tiv lim [f(2) — mz — n] = 0. În particular, dacă lim [f(x) — n] = 
x0. l EFL. : 
= 0 (lim [f(x) — n] = 0, dreapta y = n se numește asimptotă 


XRO i 
orizontală la + œ (— 00) pentru funcţia f. 
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Funcţia f are asimptotă oblică la -+o dacă Si numai 


dacá existá si sint finite limitele lim I is m $i lim f(x) — mx = 
r> Tt T0 
= n, asimptotă fiind în acest caz y = me + n (Analog pentru 
— oo). 
Funcţia f are asimptotă orizontală la + œ (— o0) dacă și nu- 


mai dacă Ris f(x) (lim f(x), există si este finită, dacă lim f(x) = 
T—>—00 T> N 


El Abidal E y = i este asimiptotá orizontală la + oo(— oo). 


In reprezentarea graficá a unei functii este bine Sà se stabi- 
leascá urmátoarele : 


1) domeniul de definitie al-functiei, dacă. acesta nu este pre- 
cizat ; 7 awe wm LL 


2) limitele la infinit, dacă este cazul; alte limite; 
3) intersecțiile cu axele de coordonate ; “în această etapă este. 


util, dacă este posibil să se precizeze intervalele pe care funcția 
este pozitivă şi pe care. este negativă ; 


4) punctele de extrem. ale funcţiei, intervalele de monoto- 
nie. 


5) intervalele. de convexitate (concavitate), punctele de in- 
flexiune. Punctele de extrem şi- de inflexiune se vor preciza prin 
abscise şi ordonate. — 


6) asimptotele. graficului funcției ; este util aici să se constate 
dacă graficul curbei intersectează Sau nu asimptotele (Este de 


semnalat faptul cá, in general, elevii au impresia cá graficul unei 


funcții nu poate intersecta, asimptotele acesteia, Această impre- 
sie este falsă !). | 


Atragem atentia cà la stabilirea asimptotelor. oblice (orizon- 
tale) limitele prin al căror calcul le determinăm trebuie calculate 
atit la + co cit și la —oo deoarece este posibil să se obţină rezul- 
tate diferite la cele două ramuri, 

De exemplu, funcţia v VI +q? are la +o asimptote 
| — z, iar la —o0 are asimptota y = —2. 

Funcția z> z + V2 +x FI are la +00 asimptota y = 


— 


; 1 . H E] " Ls e it 
E ch e iar la —oco are asimptota orizontală y = = 7 
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Rezultatele obtinute se inscriu intr-un tablou de variatie, 
prin a cárui urmárire se traseazá graficul functiei. 

Dám mai jos exemple 
| 4r? — 9x2 
4 (x — 2) i 

Domeniul maxim de definiţie al funcţiei este (— oo, 2) U(, oo). 
lim f(r)- +00, lim f(1)=—ó% lim f(1)=-—o0. Graficul 
X=> +00 > r-2 
functiei intersecteazá axele de coordonate in punctele (0, 0), 


B o). Se constată ușor cá pentru ze (— oo, 2) U |2, ri HA) < 


1) Fie funcţia definită prin f(x) = 


75 — 61? + 9x 
(zx—2y 
Rădăcinile primei derivate sint z = 0 si x= 3 (dublă) sem- 

nul derivatei fiind redat mai jos. 


p 0, iar pentru zefi + o), f(x) — 0% Avem f' (x) zd 


z | —o 0 1 .2 3 O 


++ +40--|40+ +++ 


De aici rezultá cá punctul (0, 0) este un punct de extrem al 
funcţiei, dar punctul x = 3 nu este punct de extrem (desi f'(3) = 0). 
Functia este strict crescátoare pe intervalele (— oo, 0) si (2, oo) 
şi este strict descrescătoare pe [0, 2). 
| 6(x—3) 
(1-2) 
x= 3; pentru ze (—oo, 2) U (2, 3), f(z) «0 si prin urmare 
funcţia este concavă pe aceste-intervale, iar pentru xe (3, 00) 


Derivata a doua a functiei este f" si are rádácina 


f(x) 0, f estefconvexá pe (3, oo)punctul | 3, x) este punct de 

inflexiune. Deoarece lim f(r) = —oo, dreapta z = 2 este asimp- 
z22 

totà verticalà a graficului lui f. 


Cum lim £9 = tim [6297 1 si: lim [f(z) — x] = 
x- 4-00 * r-—o0 CX l q- 90 


=- lim [f(x) — z] = —rezultá că dreapta y = x + — este asim- 
Ta — 0 4 a 


_ptotă oblică la ramurile infinite ale graficului. 
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Graficul funcţiei intersectează asimptota oblică in punctul 
Fa =). Pentru ze(—oo, 2) U [2 H avem f(x) <z tI 
si deci pe aceste intervale graficul se aflá sub asimptota oblicá, 
iar pentru ee(7. vf) cd ub prin urmare pe acest in- 


terval graficul se aflá deasupra ashiplote. 
Tabloul de variatie a functiei este 


z | —o 0 92 19.7.8 -Hoo 
PA OE xl IRI cox 
pere MEM pae 
E prea rn Kom. is 


—oo concavă 0 —00 | —o0 convexă 


Graficul funcţiei este redat în fig. 4.1. 
i : X : ad — 2x2 + 1 
2) Fie f functia definitá prin f(x) — E m A 

xt — 


Domeniul maxim de definitie este (— c0, —V3) U C YS V3) U 
U (V3, * ^00); lim f(x) = + o, 


“pica S MET E 
T>— è 
lim fíx)=+00, lim f(x)=— o, 
yz | TA ya , ; 
lim f(a) = + 00, lim f(x) = 


= —%, Graficul funcţiei intersec- 
tează axele în punctele 


(1—5 1 
MC 


a, 0), m l o) fa) <0 


Fig. 4.1 
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| SEU SEA) U 3 1/5 1) si f(x) >0 pentru 
1525) o (i 248) (i 165) uus a 


7 ecd 2 " . . . s . .. a 
fa = EO rádácinile primei derivate fiind — 1.—6 ; 

oq —3 
0; —1+ V6 ; 2; semnul derivatei este redat mai jos. 


E: >o —1—y6 —V3 0 -. y6-1 V3 2 +o 
ERE ==] 04 +40=-|—04++ 


Rezultá cá punctele - SEM | zayo E Zr a Lm, ( NES | 


sint puncte de maxim, iar punctele (o E (2, 1) sint puncte 


de minim. 


— 5x2 > 
Derivata a dius este f" (x). = p. ooo een 


(2 — 35 
şi se vede imediat că are o singură rădăcină reală anume z — 1. 
Semnul derivatei secunde este 


z | —e —3 0 1 3 ny 
Pe ji es oja rd Sahe ee 


De aici, rezultă că pe intervalele (—oo, —V3) si (1, V3) f este con- 


. cavá, pe intervalele (—V3, 1) si (V3, + oo)f este convexă, punctul 
(1, 0) .este punct de inflexiune. 


Dreptele z = —y3, y y3 sint asimptote verticale ale gra- 
ficului, dreapta y = x — 2 este asimptotă oblică la ambele ra- 
muri infinite ale curbei. Asimptota oblicá intersecteazá graficul func- 


! tiei in punctul H — 5) pentru YE (—00, — y3) U [EL , i) 
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a O JETS mm AI 


graficul funcției se află sub asimptota oblică iar. pentru x e 


(13,5) U (V3, oo) graficul se aflá deasupra asimptotei oblice. 


Tabloul de variaţie a funcţiei este 


s | o —i—V/6 —/31- 0 1 ya 1H ys 2 +w 
A PA AE RI Ea ICC E ICI RENE Er Tr ur ap A 
P|++0=| =-0+ +0 |—-0++ 
e O a et 50 A E 
| "Hiec Was 
Zu HW 04 ——401 e A 04 414 4 


.concavá—oo| .. convexá Par —oœo | concavă 


Graficul este reprezentat în fig. 4.2. — 

Este important să se ob- - SS 
serve dacă funcția pe care — — x y 
o studiem are o proprieta- 
te deosebità, cum ar fi: 
periodicitatea, simetrie fatá 
de un punct sau fagi de 0 
verticali, ete... : 


x--V3 


C. Stabilirea | numà- s E 
rului rădăcinilor reale | > o 
ale unei funcții reale. — | N 

= Sirul lui Rolle, | + 

Fie f(a, b) > R o funttie. — 
derivabilă pe (a, b), Atunci AAA A 
intre douá rádácini conse- 
cutive ale derivatei se aflá 


cel mult o rádáciná a ecu- 


atiei f(x) = 0, diferite | „de 
acestea. 


Pe această afirmaţie se 
bazează metoda de determi-, Fig. 42 
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nare a intervalelor in care o anumită ecuaţie are o singură ră- 
. dáciná realá. | 
Să presupunem că ecuaţia f(x) = 0 are pe (a, b) rădăcinile 
reale £y, Tz.. Tn, (= to < X4 < X34 X... < Ug < Tng — b. 
Atunci ecuaţia f(x) =0 are o rădăcină si numai una pe inter- 
valul (£e, zx) (ks S44) k 20 dacá si numai dacá fx) f(Zk44) «0 
unde prin f(a) si f(b) înţelegem, m f(x) respectiv lim f(x) atunci 


cînd f nu este definită în a sau în b. 
Practic, deci, se găsesc rădăcinile ecuaţiei f(x)— 0 și se calculează 
fa), FO), fa). | 
Intervalul (zy, 2x44) la capetele căruia f realizează schimbare de 
semn contine o rădăcină si numai una a ecuaţiei f(x) = 0. 
Exemple. et | 
1. Sá se găsească numărul rădăcinilor reale ale ecuaţiei f(x) = 
= a3 — 3r + 1 f(x) — 0. 
Avem f'(x) = 3(22 — 1) si deci rădăcinile derivatei sint z, = 


= — l, Ta =+-l. 

Formám „şirul lui Rolle“. 
zc — oO —1 1 -]- oo 
f "Ms T3 =h T 


Rezultă că ecuaţia 23 — 3x + 1 = 0 are trei rădăcini reale 
situate pe (— œ, — 1), (— 1, 1) si (1, co). Faptul cá am indicat 
trei intervale disjuncte conținînd fiecare cîte o singură rădă- 
cină a ecuaţiei date îl exprimăm prin „am separat rădăcinile 
reale ale ecuaţiei“. Observind cá f(—2) = — 1, f(0)=1 
şi f(2) = 3 precizăm că rădăcinile se află în (—2, —1), (0,1) 
şi respectiv (1, 2). 


2. Sáse discute numărul rădăcinilor reale ale ecuaţiei f(x) = 23 + 
+ 9Az +4 f(x) = 0, după valorile parametrului real. 
Avem f'(x) = 322 2-2). — | 
Dacă A > 0 atunci ecuaţia f'(r) = 0 nu are rádácini reale, 
f'(2) > 0 pentru orice ze, f este strict crescătoare pe R 


si cum lim f(r) = —co si lim f(x) — + co, rezultă cá, în 


- AO i 
ipoteza făcută f(x) = 0 are 0 sigură rădăcină reală. 
Pentru A = 0 ecuaţia devine x? +4=0 si are o singură 
rădăcină reală y ———13/4, | 
Fie acum A < 0; ecuația f'(x) = 0 are rădăcinile reale z, = 
= —Y—2, t, = + y— A. Sirul lui Rolle este 
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t| — 00 e | Aaa: Y A + 00 
CEI AA a A R M ER ud 
f | —9. 42244  4--23y—2A +o 


De aici se vede necesitatea de a discuta semnele functiilor 
4 =21Y—1 4-2 AV— A pe (— o, 0). Evident, dacă 
A e(— oo, 0), atunci 4—22Y—A> 0. Pentru 4 + 21y— X, 
observind că este funcţie continuă de à pe (— oo, 0) si că are 


singura rădăcină reală A = —Y4 deducem semnul funcţiei: 
— A — 00 — V 4 0 
44- 224 Y—A]. — Er 0 A 


Acum putem înscrie rezultatele într-un tablou care să ne 
permită discuţia cerută | 


z — 00, m pe V=i +00 
f 

ses 20 4-2 7X 4 4-22, —À 
—o |— + — + 
Es is = P: 
HN Sur T s T 
— Yi + 0 4 
=` + => + 


0 


De aici se vede cá pentru AE(—o, —Y4), ecuaţia f(x) = 0 
are trei rădăcini reale, iar pentru Ae (—3/4,0) ecuafia are o 
singurá rădăcină reală. Anticipind (vezi mai departe), 
pentru à = —y4, ecuația are o rădăcină dublă egală cu 
V4 — V4 si incá una egală cu — 1/16. În stabilirea numáru- 
lui rădăcinilor reale ale unei ecuaţii se poate folosi adesea 
aşa-zisa metoda grafică. l 

Fie de discutat o ecuație ce se poate pune sub forma f(x) = 
= g(x, m), f fiind o funcție de variabilă x e (a, b), g fiind o 
funcție de x € (a, b) si m e (c, d). 

Dacă a, este o rădăcină reală a ecuației date pentru un m = mọ 
fixat atunci graficele funcțiilor r —> f(x) si x—> g(x, mo) se 
intersectează în punctul (£o, f(2p). r 
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Rezultá cá pentru o valoa- 
re datá lui m in (c, d) nu- 
mărul rădăcinilor reale ale 
ecuatiei este egal cu numá- 
rul punctelor de intersectie 
ale graficelor functiilor con- 
siderate: mai sus. 

Iatá un exemplu. 


1. Sá se discute, folosind me- 
toda graficá, numárul rádá- 
ES .  einilor reale ale ecuaţiei 
| 23 — mar? — az — m = 0 
Soluţie. Ecuația este echiva lentă cu 
T — r 


E E : 
* este redat în fig. 4. 3. Funetía 


Fig. 4.5 


- 


Graficul funcţiei t 
z— m este e RI printr-o dreaptă paralelă cu. axa 
absciselor. Concluzii: pentru m € = 00, — /'ys— 2. e] 
ecuaţia are. o singură .rădăcină reală; pentru m = 


| E ¡Dl - e“ jx > Y 
= [y5 —2 DHE ecuația are rădăcina dublă qx; = 


"= Ty = — /v5=3 si rádácina Ta = E pentru 
2 Vy5 —2 

PIF Y ys> y5— posed E) [152 — ic m ecuaţia are trei 

rădăcini reale; pentru m = is 2 oa ecuaţia are rădă- 


cina dublă e > DA e —2 Şi rădăcina X3 = S —===. Pen- 
2 Vy5 — 


Met ; 55 Haan NR 
trü min (Ivi ; a] ecuatia are osingurá rádáciná realá. 


D. Stabilirea iens multiple ale polinoamelor 
Dacă P(x) este un polinom cu coeficienţi reali atunci ecuaţia 


P(x) = 0 are rădăcina x = a Er. de ordinul n dacá si numai 
dacá P(a) — 0, P'(0) = 0,..., POD (a) = 0, P (a) Z0. 
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—— = - Exemple 


1. Ecuația 24 — 5a? + 6x? + tx — 8 = 0 are rădăcina x= 2 
multiplă de ordinul 3. 
În adevăr P(2) = 0, P'(2) = 0, P” (2) = 0, P”'(2)+0. 
Rădăcinile ecuației sint 1, = x4 = r4 = 2, 1, = — 1. 


2. Să se determine parametrul real in astfel ca ecuația P(x) = 


= 24 — 233 — 3a? + 8r + m = 0, să aibă o rădăcină întreagă | 


dublă. Avem, P'(2) = 2213 — 32? — 3x + 4 gi ecuaţia P'(x) — 0 
are rădăcinile v = 1, r= ciet PR y zi LM . Hezultá cá 
P(x) — 0 poate avea rádáciná tirad dublă numai pe x= 1. 
Punind condiţia P(1) = 0 se obtine m — — 4. În acest caz 
rădăcinile ecuaţiei sint 1, = x4 = 1, y = — 2, Lg = 2 
-9. Sá se determine parametrii reali m si n astfel incit ecuaţia 
Pla) = + 62* + 132? ---142? + mz + n= 0 să admită o 
rádáciná realá triplá. O rádáciná realá triplá a lui P(z) —.0 
trebuie sá verifice P(r)-— 0, P'(r) — 0 P" (2) =.0. P'"(2) = 
= 2023 + 72x2 + 78x + 28 şi ecuaţia P(x) = 0 are o sin- 
gură rădăcină reală : z = 2. Din P'(2) = 0, otim m -.2, 
- şi cu aceasta- P(2) = 0 conduce la n = 8. uA 2 


e 


PROBLEME PROPUSE 


. remei lui Roole ^ - 


1.- f(z) = x|sin z| pe [—r, 7]... 


1— y—3:—3 “dacă re[—1, 0]. 
2. | Fx) Pe i eT AE e Y à 
]— Vaz — qx? dacă xe[0, 1] 
Sin cu TE [o el 
3 fme. EL 
0 z=0 


4. Fie f şi y douá functii definite pe a, b, continue pe a, b derivabile 
pe (a, b) si astfel incit f(a) = f) = 0, gla) % 0,9(5) #0. 


Dacă f'(x) g(x) — f(x) g (2) 20 pentru orice. € (a, b) atunci 


există x € (a, b) astfel încît g(c) = 


Să se constate :dacă funcţiile de mai jos satisfac ezl teo- 
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Sá se gáseascá punctele de extrem si sá se studieze monotonia 
functiilor 


jay ER 11. f(r)-— x + cos x 
+1 l 
x2? — 4x 4-3 __ 2 yx 
f(x) = TE 12, f(1) = arc sin 251 
[(2)e5 x [= 13. f(x) = sin? z + cos? mr 
x 
i z 
= Y 14. E Eme — Pn (—C 
f(x) — x In 2 M fa) = 
x— 1 3 arc sin x 


f(x) — are tg r— arc tg(r4-1); 16. f(x) = arc sin (cos? x) 


Douá localitáti situate de aceeasi parte a unei cái ferate rec- 
tilinii trebuie sá fie legate -printr-o şosea care să abordeze 
calea ferată. Să se găsească locul optim de abordare. 


Să se găsească cilindrul de volum maxim înscris într-o sferă 
de rază R. 


Să se găsească conul circular drept de volum maxim înscris 
într-o sferă de rază R. 


- O tavă paralelipipedică este confecționată dintr-un dreptunghi 


de tablă. Să se dimensioneze tava astfel încit să aibă volum 
maxim. | 
Sá se ies grafic următoarele functii : 


r 


fa) =2 | == 
Edere 20 38 fa E 
f) a f) 
fx) =x ez Y28. f(1)=x—sin a 

l +2 ; "4 

| x—2 129. f(1) =x + are sin € 
fe Ts qn | 
f) == | 36. f(z)—2( + e» 
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32. 


33. 


34. 


35. 


43, 


g 31. 


Fie funcția f : R— R definită prin 


f= ea E 
12 — 2w — 3 36. (1) =2—Y2—=x+1 
- — v — 1 37. : TRES dene ui à 
f(x) VE SL fa) = EE 
fa) = Y Atos 8 ii 39. f(x) = 2 —|2 — |2 — aj 
a? 39 f(x) Va? + Ax Fi 4 
fe) E cud 
Has? E 4x r1 
COS ax i 
f(x) d trunco 40. f(x) =arc tg (In x) 


Fie funcția f: —{1, IER definită prin 


e EN sin x 
= *- A ue 
[+ azx—4 b pentru x e [0,1] . 
a) Să se determine a şi b astfel ca f să fie continuă şi deriva- 
bilă pe mulţimea de definiţie. 


b) Sá se arate cá |f(a)]s1 pentru orice ze[—1, 1] a si b 
fiind determinati. 


c) Sá se construiascá graficul functiei f. 


pentru z e[— 1, 0] 


D | a.sin ct» pentru |x| < 1 
f(z) = | | 


X ONE 
| Peu pentru Ja] 21- 
(ire > , 


Să se determine a si b astfel încît funcţia să fie derivabilă pe 
toată axa reală. N 

Fie f funcția definită pe axa reală prin | 

|2(a2 — 1) — 3x | 
2) = = a 
f(a) = Pol 
a) Să se cerceteze continuitatea şi derivabilitatea funcției f. 
b) Sá se reprezinte grafic funcția calculindu-se efectiv extre- 
mele, i 
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c) Folosind graficul sá se discute ecuaţia 
(m + 2) (a2 + 1) = 21? — 1) — 3z 


si apoi sá se verifice rezultatele prin calcul direct. 


"Să se separe rădăcinile reale ale ecuațiilor 


1225 + 1541 — 14023 — 3022 + 360x + a = 0 
rå — 348 — 612 4 28: — A + a = 0 | 
zi — 233 — 22? + 6x + a= 0 
Oz — 104? — 9a? + 12x +a = 0 

zi — R IZA I0 


Folosind metoda eH să se „separa rădăcinile reale ale 
ecuațiilor | | e. Mec pac pur 


B de $m-h $-- 
Ar -3:z-4-444-2—0. i 
r — 3r +1 =0 | 


E 18 OM 4 MAr —A + 1=0 


Sá se discute racire ecuațiilor - după parametrii reali 


cd 


188 


— 3a?x + 209 = 0 - 
NE ai 3-0 


. 43? — 3(a + bjx? T 3abx + a?b? = 0 


a) Dacă f este o functie realá definitá pe un interval cóntinuá 
şi dacă satisface egalitatea 


19 — f) = ( — 2) 0:10 (b 
atunci ea este indefinit derivabilă. In plus 
pm = (— In! fr pentru orice n natural. 


b) Sá se calculeze derivata de ordinul n a funcţiei f definitá 
"prin; | 


Toa 


FTE 


4 


c Qa 


CE Scanned with OKEN Scanner 


c) Sá se găsească toate funcţiile reale de o variabilă reală 
care satisfac egalitatea (1) 


(Aristide Leonte, problema 15 358 G.M. B) 
57. Se dă funcţia f: definită prin 
f(a) axe” pentru z< 0 
: ala? + x — 2) + B pentru => 0 
a) Sá se găsească relaţiile între a, 9, D așa ca functia f sá fie 
derivabilá in origine. 
b) Sá se arate că pentru g, 3, B satisfácind condiţiile cerute, 
există un punct in R in care funcţia nu este derivabilă. 


e) Sá se construiascá graficul functiei in cazul a — 1 in con- 
difiile de la a). 


58. Se considerá f:I>R:o functie definità pe intervalul I, 
derivabilà pe I, satisfácind condiţia 


fGc-F y) = TONI =PO) RE ¡VR = 
] pentru orice : 
a) Sá se determine z, yel 
b) Să se calculeze f'(x) pentru zel 
c) Sá se determine  Iunejía f si intervalul P 


„(Anca Bănică, problema 14411 GMB). 


E RIEMANN 


L 


Def, 1. Fie [a, b] un dem al al dreptei reale, f:[a, b] > R 
o Hisce realá. Fie cie Tg, Tis Tas.. Tn astfel a = Ty <a < 
= C Tk Mp Xo... M ky Sta = o și pontra f lioçare k = 0,1, 


. n — 1, fie £y. Elx, E Numárul S(f. A, 6) = == E E) (Uk — 


— £y) se numeşte sumă Riemann asociată hinete f P SA b], 

diviziunii A = (zy, 2,:..tn) si sistemului E = [m En ae 

Numărul v (A) = max {£k — xp : k = 0... — 1} s * numeşte 

norma diviziunii A. Dacă există lim S(f, A, E) pentru orice alegere 
u(A)^ 

. a sistemului E atunci limitele enn sint egale (aceasta reprezintá 

O teoremá) si valoarea comuná a lor se numeste integrala Riemann 
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: D 
a funcţiei f pe [a, b], notindu-se[prin f f(x) dv sau f f. Funcţia f 
t a a 
însăși se numeşte integrabilă pe [a, b]. 
În teoremele care urmează se identifică citeva clase de funcţii 


integrabile. 
Teorema 1. Dacă f:[a, b] > R este o funcţie continuă pe 


[a, b] atunci f este integrabilă pe [a, b]. 
Teorema 2. Dacă f:[a, b] > R este o funcție monotonă pe 
[a, b] atunci f este integrabilă pe [a, b]. 
Proprietăţi ale integralei Riemann, 
(I) Dacă f, g : [a, b] — R sint integrabile pe [a, b], atunci funcţia 
af + Bg este, integrabilă pe [a, b], pentru orice numere « 


si B si 
[f + 839) ui A i f 4- e f (liniaritatea ihtegralei) 


(II) Dacă f : [a, b] — R este integr..»ilá-pe, [a, b] si f(x) > 0 pentru 
orice z e [a, b] atunci | f > 0 (monotonia integralei). 


a " 
(III) Dacă f: [a, b] — R este integrabilă pe [a, b] si [c, d] c [a, b] 
E . atunci restrictia lui f la [c, d] este integrabilă pe [c, d]. 
(IV) Dacá f:[a, b] — R este integrabilá pe [a, b] si cela; b] 
b b ~ i | 


c 3 á 
atunci ff= f f+ f f (aditivitatea integralei .in raport cu 
a a c SES a 


intervalul). 


(V) Dacă f:[a, b] — R este integrabilă pe [a, b] atunci |f| este 
b 5 


b 
| f < fifi. 
; a ca 

Reciproca nu este adevărată. 
(VI) Fie f:[a, b] — R o funcţie continuă pe [a, b]. Atunci(l). 
; b . | 

M : Rode Pa 

"— < M unde m < f(x) < M pentru orice xv e la, b] 


integrabilă pe [a, b] si 


m x 
b—a 


F b 
(2) există £e [a,b] astfel ca ff =(b—a) (E) (Teoreme de 
| d | 


medie). di o 

Calculul integralelor Riemann. 

Fie f : [a, b] > R o functie reală. Dacă există o funcţie deri- 
vabilá pe [a, b], F, astfel ca F'(x) = f(x) pentru orice x e (a, b) 
4 atunci F se numește o primitivă a funcţiei f pe (a, b).  . 
Teorema 3 (formula Leibniz-Newton) Dacă f:[a, b] > R este 


b 


03 
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b 
o funcţie continuă, atunci jf F(b) — F(a) unde F este o primitivă 


a functiei f pe a, b. 

(Se poate aráta cà orice funcţie continuă pe interval are primitivă 
pe acest interval). 

Atragem atenţia asupra faptului că noţiunea de primitivă a 
unei funcţii este legată de intervalul în care este definită funcţia. 

Dacă F semnifică o primitivă a funcţiei f pe (a, b) atunci notăm 
aceasta prin F(x) = ff(x) da. 

Această notație este justificată de faptul că o functie continuă 
pe [a, ol: are drept primitivă funcţia F: [a, b] — R definită prin 


F (x) = jf. dar in egalitatea F(x) = ff(z) dz trebuie să vedem 


numai p (x) = f(x) pentru orice x din intervalul considerat. 

Metode de calcul al primitivelor. . 

Din formulele de derivare se obţin un sir de formule de calcul 
imediat pentru primitivele unor functii; acestea, evident, trebuie 
cunoscute. Metodele de calcul al primitivelor pentru functii mai 
complicate nu fac altceva decit a reduce calculul incit utilizarea 
acestor formule sá deviná posibilá. Metodele generale sint : 

(I) Metoda schimbării de variabilă (teorema)... 


Fie f : (a, b) — R o funcție reală, e: (c, d) > (a, b) o functie 


strict monotoná derivabilá surfectivi. 

Dacă G(u) = jff(e(u))e'(u) du, atunci funcţia F: (a, b) — R 
F(x) = G(p 1(x)) este o primitivă a funcției f pe (a, b). Aceasta 
revine la înlocuirea lui a după calcul lui G(x) prin ọ™(x). 
De exemplu : 


fyi== —.x? de x E (0, 1). Facem schimbarea x= sin & 


del A BE 


În acest caz o este funcţia sinus și, cum se stie, sinusul este 


o bijectie derivabilá a intervalului (ô =) în intervalul (0, 1). 


Obtinem 
Vi — sin? t cos 1 di = | cost Idi = TRES um M es iil 


$i prin urmare o primitivá a lui f pe (0, 1) este 


F(x) = G(arc sin x)= RATS SIM d — g OS, - să 
] MN UI 
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(II) Metoda de integrare prin părți. 


Dacă u, v:(a, b) — R sint funcţii derivabile pe intervalul 
(a, b) atunci ju(a):v'(x)dz = u(x)v(x) — f v(x) u(x) dz, 
„Mai scurt Judo = u v — fv du — formula de integrare prin 


părţi. 
Exemplu. Sá calculm fuerda | : | 
Punind u(a) = x 0'(2) = e” avem u'(z) = 1, v(x) = e” si deci 


f a efdz = ae? — J| edu = x e* — e 
Alte metode privesc cazuri particulare si dintre acestea înse- 
rám: 


(II) Calculul primitivelor funcţiilor raționale 


Fie (a, b) un interval în care polinomul Q(x) nu are nici o 
P 
rădăcină reală. Fie funcția rațională f, f(x) = PARA 


Dacă z,,....r, sînt rădăcinile reale ale polinomului Q(x) 


- de ordine de multiplicitate p,,....ps iar _ 


(ax? + b gr Epa, (asa? + box + co), : S (Apt? + ba -J- Cg) m 


192 


sint ceilalti factori ai descompunerii lui dt atunci f se poste 
descompune in fractii simple 


MERC NECEM Arpa mer 


| Ey (x — x)” (x — 2)P1 me 
cti eios A Buz + C 
+ LIT T 4L. Ch y^ PME = ES s 
1 — Xp a — Ty) a, x? + bx +e 
^. B t Oi că Birx + Cir, i 
(at? db x + C)? (ax? + bx + C) ; 
B x + Cm 1 Bmr € + Cn 
RECHNER Pte E 5 unde C(x) este 
Amit +- bmx + Cm } (ama? + bmx + Cm)im 


dat de împărțirea P(x) = C(a)- Q(z) + R(x) 


si problema integrării unei funcţii raţionale s-a redus la calcu- 


Ba + C 
(x — a)" j (ax? + bx + o”. 


A lnx— a| + C dacă n= 1 


lul integralelor funttiilor de forma 


| Adg p 


MM POBRE 


C fiind o constantă bitrate a fiind valabilă pe 'orice 
interval care “nu conţine pe a. | 


+ 
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Bx + C 


(ax? + ba -+- c) 
obtinerea unor formule de recurentá ; de retinut 


Pentru calculul integralelor | z dx se foloseşte 


du 1 m 
ul arc tg = + C 
a a 


aya 


(= ln(x? -+ a?) + C 


a? 4- as 


formule ce intervin frecvent ín calculul O de forma 
menționată mai sus. 

(IV) Calculul integralelor funcţiilor trigonometrice. 
Dacă f este o funcție rațională de sin si cos adică f(2) = 

P(u, v) 


Q(u, v) 
douá variabile, atunci prin schimbarea de variabilá tg E =f 


(sin x, cos 2) unde R(u, v) = cu Psi Q polinoame de 


2 


se reduce calculul integralei f f()àx la calculul integralei 
unei funcţii rationale in variabila 1 | 


Dacă R(—sin z, — cos z) = R (sin z; „cos | c) acest serviciu îl 
face schimbarea tgz = t. 


Sint de reținut formulele ` E 
E PS (sint qr PS d sin 20 e C. 


(costa. dz = Z + sin a 


(V) Calculul integralelor functiilor iraționale a 
b | NERA : 
^ Vals eras se reduce la calculul unei integrale ra- 


lionale prin schimbarea 44? qn 


cr + d o 


Î R(z, Vaz? n. bx + c).dx se reduce la calculul unei integrale 

rationale astfel: 

1) dacá a — 0, se face schimbarea Var? + bx Fe = Vaa + 

2) dacá trinomul az? + bv--c are rădăcini reale, « şi B 
atunci pe orice interval care nu are rădăcina se face schim- 


. barea Vax? + br + c = (1 — ax)! 
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Sá retinem formula 


J = In(z + Va? F a )-- C 


x?--a 


EXERCITH SI PROBLEME PROPUSE 


Sá se calculeze 


A Ve -+ 2x? 4- - da M17. | Es 
X e”; Jac x2 — 2 
: 2. zr Vl zz de E 18, | cos dx 
" V ii At T V1 + sin? x 
(3.0 [s V2 e de NN de (— 
Ns Jt 1—2a? 
z% ([z'inzdr i XA. ( x de 
i B a 4 0241 
5. (ze? dx a? da 
$ 21. 
e 7 la + a+ 1 
- 186. Tx sin 22 de — | ES 
E N 99. ( | dx 
| ŢI. | e“ sin bx dx (1 + 22) 
y8. f ez cos bx dx , |. 99. | - a = 
F9. [sin pz sin q x dx dii Aaa 
10. [sin -pz cos q x dz 94. | a? — 3x + 2 
| — 3) 2 
11. f cos pr.cos q x dr 2. (x = ) M + 2) 
! 5, a 
12. fsi x dx j | Vx —1 
. | 281 ; |] 96. y M£—!]4g 
13. $ cos y dz $ ¡26 ES X 
14. LT de : 27, | a? du 
, x? 4-z4-1 : Va RÀ 
15. (a | 28. [sin?x cos? x dx 
sin? z, : 29, uIIPAST 
16. fe sin 2x dx 3 sin? x + 5 cos? x 


CE Scanned with OKEN Scanner 


a 30 1— sin x + cos E: ? Al 
4 ¿UNO * 
a 1 + sin x — cos c ” cos z'sin? x 
" v 
à 1 + coso l+x » 
E 


1 + 1 + sint a x 43. 


da 


31. LE un Ero dr 42. ji £ da 


sin? x J-sin x cos à — coste 


? 35. | f zya?— x-4- l de 


IE 
V res 
fa 
T pI Ja? cos 3x dă | 45. (= 
| 
eR 
rr 
y 


arc sin xz 
36. o O 
(c — 1}? (x? + 1) E. 5 
IA de fug oi AT. iuis 
dye lo EC = z - Z8 x? dx 
ists EX ACRI MS ax + a2—2 
(== Ta ea CA 
Vi pa l : em | ' (a+ 1 
( (r—1)xz.- ct 50. Ae In i+? ir 
(12 — 2x + 3) " "TM icta 


Sá se găsească formule de recurenţă pentru calculul inte- 
gralelor. l 


( de X ~ 
JG? + 02? i y | 
52. $ sin?" z de | | 


Folosind definitia integralei Riemann sá se calculeze 


€ 


n—1 


53. lim D ura 
n * + 3k 4-1 


+ 
EN n arm m —k 
14 — Ghid de pregătire la matematicá ` YE | os 195 - 
3 z " X E 
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E o 
. 1m A MMMM» 
: n Frane 


RE n WO ii REN 
s x q i + k)y/ n8 + K? 


57. 


* 


=] 


1 
li 1 ENL e În dac IA 
A" ds $3 (e + k2) (Vn? +12 + n) 


. n 
er x A : Kr 
58. lim— sin? — 
^^ n n Dr n Ha 
2 ia SIN DIRECT a P E 
"s RE SS 


60. lim-n > Í ps 
EEE Fei 3n? + i? 
k=1 


Fie f : Eo Ro functie integrabilá. Sá se calculeze 


| 61. lim — ^ [ees] 


n? 
rn ^ 
 n+l "IS : 
62. lim[ — 2] 5 EE] | 
n n? i: n? m 
k=1 
Folosind exercitiile 61 si 62 sá se calculeze 


n 5 ; 
63. li kr ad k - 1 casi Y 
B2, RT VE | 


64. lim — |in (n — 1) n— 2in n" + X In (k+ Zl 
n n l k=1 
n+1 


sin 
k=1 


(kn — k + 1ym 
2n? 
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Sá se calculeze ariile domeniilor plane márginite de curbele- 
de ecuatii 


: Y66. y= 2, y= vs E | i 
67. dai, j = : 
68. 35 od geo) Ya, el 


— 8x8 + 4 
x 63. y ERA y = 0, t= — 1, t= 
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43. 1214) r? = a? l 

i Să se calculeze volumele: corpurilor care iau naștere prin 
rotirea. domeniilor anirginite de curbele de mai jos in jurul 
axei z. 


x? y? M - G- 
dd O Di pr 
24 2 — 2ay 4.842 = 0 

y = x y= 


14 a Ee : - 
; ST T à : 
J.= sin rz, Y = Y COS-X, irr LE ge T 


y=xr— l. y=ln zr, re 


y = — Var — e, zdeglla- 0, z=a. 
E 80. Fie f:(0, o) — R 0 Tunegie: continuă. Definim 
F:(0, 0) >R prin F( = f fo de ^ 


a) Sá se 'arate cá F este Teen 
b) Sà se arate cà F este derivabilá si sá se 'calculeze F'(t). 
c) Sá se găsească funcţiile f pentru care F'(fjy) — 0 pentru un~ 
anumit fọ € (0, oo) 
- d) Să se găsească funcţiile f pentru care F'(p) = f (to) pentru 
^ un anumit /,¿€(0, oo). 


81 


Se consideră f : [0, oo) > R continuă. 
a) Sá se studieze continuitatea si derivabilitatea funcţiei Y 
JF [0, co) > R definită prin : | i 
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i. 


Fa) — f f(D di 


a ud 


bh), Sá se determine functiile f pentru care 
82. Se consideră funcţia f : [1, E > R dată de 


f(x) -j e” qa di 
a) Sá se afle cà f este pozitivá si descrescátoare pe domeniul 
sáu de definitie. b) Sá se stabileascá relatia 


1 
UA 
c) Sá se arate cá, pentru orice ne N are loc 
NET Ew 


k=0 


d) F olosind cele: stabilite anterior să se arate că sirul cu ter- l 
men general A e 


1 
dg = nl — as As 
€ 
k=0 
este convergent 


(Dan Radu) 


. . . PROBLEME DE CONCURS 


1. Fie şirul (talney “cu tp > 0 astfel ca 


tut tott... Fr : 
| Za uro Pentru orice n natural 
a) Sá se arate că şirul (Qn)uew definit prin 
TF t 
dy = A ne N este monoton 


b) Să se arate că (Zn )n ex: converge către 0 
j men mat. 1975). 
2, Sá se studiază convergenta șirului (an)ney definit prin 
^ gy = SN ds Amon 
z?--1 p n2+ n 
(Concurs de mat. 1975; 
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| | | - i T i 
Tie ay= In (EEE TI ou o 
| | V ara in = ae 


Se dă şirul (vy) prin 


” *| Xn á 
2, = d, a > 2, Tn = at L3 
2 
a) Sá se arate că șirul dat este monoton şi mărginit b) Sá 


se calculeze lim tn 
n i 


(Goncurs mat., 1973, Ana Ursu). 


Se dau adas (an)new (bn)uew, definite astfel 


m Jan. t bn- b, a 20n4 t 3bn- 
An = E Aa arr , AA AAA 


pentru n > 1, unde a, < bg. Să se studieze monotonia si 


convergenta acestor şiruri. 
(Concurs mat. 1975). 


Red E > 


- 


să se ate cá (bu)new este un sir convergent -şi sá se afle 


lim ba. 
n 


(Concurs mat., 1975). 


b) Se considerá situl manea z,— a€H si 
| Ln + V2 — 
 2—a/ (21) 
Să se arate că şirul este periodic. Care- este perioada ? 
- E (Concurs mat., probá de baraj, 1972), 


Enpi = pentru n >1 


Se consideră şirul cu termenul general 
| (04-3943 , 1 


Ay = ——————— 
^ nn Dna) j»*! 


a) Să se arate că dy se poate scrie sub forma 


ax = f(n) — f(n + 1) unde f are forma 


'. nA-B 1 
; n = ———— 9 — 
f ) n(n + 1) 2n 


A si B fiind constante ce se vor determina 


Cd Eat o phu y MAU PR soy 199 
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. j i : T n 
b) Sá se arate că şirul cu termenul general b, = Y, ay este 
i , : k=1 
convergent si sá se determine lim bpn 
: n 

rw A 53: t 

c) Sá se calculeze lim bf" 
n 


8. Fie (ay) n € N şirul dat prin 


n 1 
dy = —————— 
i M 9k? — 3k — 2 
a) Sà se Studieze monotonia sirului 
b) Sá se arate că şirul este conver gent si sá se găsească tin ln 


l (Concurs, Mat., 1972). 


9. Se dă şirul de numere reale (amen prin 
: Ural s T (lam). o o -.- 
Sá se calculeze lim a, - 
| n 


(Fac. Mat.-Mec., București, 1972). 


10. Fie: (zane un sir de numere reale astfel încît na = = Tn + 
e . Este. acest sir aoon? Dar conv A 


+ 


11. Fie TX VU un sir "de. numere reale cu proprietăţile 
(I) (Zau — En) Gn — nı) < 0. n—325$,... 
(II) z&4,— 24 — 0. — | | 

Este (Un)new. un sir convergent ? 

12. Fier un număr rational si zy = cos (27 n! EN A 

Este șirul (£n)}ney convergent ? 

13. Se noteazá- cu sgn functia definitá prin 


A 1 dacă r — 0 
| sin z = O dacă r—0 
N 22 — 1 dacă 2 <0 Eh. 
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14. 


17. 


Să se arate că funcția f; R — R definită prin f(z)— (1--27)5X 
X sin 2 este inversabilă şi că inversa ei este o funcţie continuă 


(Admitere Inst. Politehnic, București, 1973). 


Fie f; R— R o funcție continuă astfel ca JE tsm 


"pentru orice xe R şi orice ne N. Sá se arate că f este con- 


stantá. Sá se arate cá conditia de continuitate este esenţială. 


Să se studieze continuitatea funcţiei 
| a +lel dacă x £0 
fm = iele] 


0... dacă x — 0- 


Si sá se cerceteze dacá existá f'(0). Ao. 
(Admitere, Inst. Politehnic, București, 1973) 


Dindu-se funcția f : R —> R x e prn 
f(x) = 
Va? — ax + b 


a) sá se determine a astfel incit 
lim ae E b (f(x) — 3] = 
0 


si apoi s sá se determine b astfel ca fs sá Sut un extrem de 


<22 | 
valoare ys considerind pe a determinat mai sus. 


b) Cu a si b determinaţi sá se reprezinte graficul functiei. 
c) Săise calculeze aria mărginită de axa Oz si de dreptele 


2="1,,1= 2 gi arcul curbei g = Ts cu a si b determinati 
x 


anterior. i uc ; 
(Admitere, Inst. Politehnic, Timişoara, 1973). 


Fie f:[0, co)—>[0, oo) o funcţie continuă. Se „consideră 
funcţia ọ : [0, 00) —> (0, oo) dată de relația 


D i If (0) dt 
p (1) = 
f f (0 al 
0 P 
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18. 


19. 


90. 


a) Sá se arate cá pentru orice x > 0 are loc inegalitatea 


|e(x) < a. 
b) Sá se demonstreze cü p este derivabilá si sá se calculeze 


derivata ei. 
c) Folosind rezultatele anterioare, sá se arate cá o este o 
functie crescátoare. 


r 


(Concurs mat., 1973, Dan Radu). 


Se dă funcția f definită astfel 


[sin T pentru cz efo, = | 
[(x) = 


- 
1 — cos x pentru zelz. z | 


Se cere să se studieze această funcție cu privire la monotonie, 
injectivitate, surjectivitate, continuitate, derivabilitate. 


i (Admitere Fac. Mat.-Mec., Timişoara, 1973) 


Se dă funcția 


i - Vai +1 


unde a > 0, b, c sint parametrii reali. Sá se determine a, b, c 


astfel încît funcţia f sá admită un extrem pentru x= 1 
D RE. 
şi asimptota y = x—— 
2 : J 
(Admitere în Facultatea de electrotehnică, Craiova, 1972) 


LÀ 


e > * 
Fie functia 
1 


fa) = (kx + yi + Ji). k>0 


a) Sá se arate cá f verificá relatiile 


VI + rf’ (æ) — f(x) = 0 ut UP (1) 
(1 + Kfa*)f" (a) + k*xf'(z) — f(x) = 0 (2) 


b) Să se verifice dacă relaţiile (1) şi e sint valabile si in cazul 
cind k tinde cütre zero 
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21. Funcţia f:[a, 5] — R se numește convexă pe fa, b] dacă 
: pentru orice fe [0, 1] f(fa + (1 — 1)b) < tf(a) + (1 — DF). 
v a) Să se arate că dacă f este de două ori derivabilă pe (a, b) 
cu derivabile f”, f" continuie atunci f este convexă dacă 
şi numai dacă f" (x) > 0. pentru x= € (a, b). 
b) Dacă funcția f verifică condițiile 
(I) f(x) > 0 pentru orice x real 
(II) f(x) < 0 pentru orice x real 
atunci f este constantă pe R. 
c) Rámine concluzia de la punctul b) adevărată, pentru 
~—— funcții definite pe (0, oo) verificind pe această mulţime 
condițiile (I), (II)? | s 


: E (Concurs mat., 1974), 


22. Se consideră funcţia reală f. definită pe toată dreapta reală 
prin | l T x 
fre) 
a) Să se studieze variaţia funcţiei f şi să se reprezinte gra- 
Ec... ES | | 


funcţiei f, dreapta y = x şi dreapta x= 1 
c) Sá se calculeze limita sirului al cárui termen general este 


| Ñ d 
A ie d E 
DN P BET 


, kz1 


A cas c (Concurs, Mat., 1972). 


23. „Teoremă“: Fie f : (0, 00) — Ro functie derivabilá cu deri- 


vata intíia continuă. Dacă lim f(x) = 0 atunci lim f'(x) = 0. 
| TH o0 T- 
Demonstrație. Aplicăm teorema lui Lagrange pe 

[x, x + 1]; există E(x, x + 1) astfel ca 


| ¿ale 
deci f'(£) = f(x + 1) — f(2) ; trecînd la limită lim [f(a +.1) — 
: : | T- 00 
-—f(a)] = 0. Cînd z—- œ si E> oo si din continuitatea lui 
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b) Să se calculeze aria domeniului plan mărginit de graficul . 


f' rezultă lim f'(x) = 0 
u—ro 


it aer Aer 
a) Studiati funcţia f(x) = —— pentru x > O şi arátati că 


„teorema“ este falsă. l 
b) Găsiți greşeala din demonstrație. D rn 
c) Adáugind condiţia cá f(a) este de douá ori derivabilá 
si că f(x) > 0 pentru orice x € (0, co), sá se arate că con- 
cluzia este adeváratá.. | | 
(Concurs, Mat., 1973). 


- 


9%. Dacă A, B, C sint numere reale asa incit ER 
| At? --2 BL 4- C > 0 pentru orice t real atunci B? < AC. 


Considerînd expresia [f-f(x) + g(x)]? să se arate că 


b 2 bo b 
| f(x) g(z) iz] <. j f*(x) dz. j ex) da 


pentru orice funcţii continue f, y definite pe la, b]. 
Sá se obţină inegalitatea 


( sin (z) de <= Ya : 
0 


(Admitere la Colegiile din Cambridge, Anglia). 


25. Fief:(0, oo) > R o funcţie continuă descrescătoare și m, n 
„întregi pozitivă, m < n 
Să se arate că UE 
n+1 n n 
f fdz < 2 f(r) < $ f(x) dz. 
IM n=m m~i . i 


şi apoi să se arate că 


1,19 Y < 1,22 
kei i . 


(Admitere la Colegiile Cambridge, Anglia). 
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26. 


27. 


Sá se calculeze 


a 
a) lim f e^t! dr; b) lim f e^* adx 
0 0 asa 0 ; 
x a 
€) lim f e^ z?dx d) lim f e^? a2dx 
a—% 0 aso 0 
Et E 
e) lim f e ade y 
A | 


(Admitere Fac. Mat-Mec., oral, Buc., 1973). 


x(1 — q?) 

EPR 

a) Sá se studieze variaţia si sá se trateze graficul acestei 
functii.- es 


Se-considerá funcţia f(x) = „zeR 


. b) Să se discute natura iE ecuaţiei. 


ees 


ES 


Au a if ie ee 


a fiind un parametri real. 
c) Sá se verifice pe cale trigonometricá inegalitatea 
E f(x) 
4 1+ 


1 : 
D P pentru orice z real 


Se consideră funcţia | i 


= fen es 


, TER 

TUE $^ n a 

unde A este un parametru real e) 

a) Să se studieze monotonia funcţiei f, precizînd valorile lui A 


pentru care ea este strict crescátoare. 
b) Sá se arate cá pentru: A > d are loc inegalitatea 


es e (y 


oricare ar fi vr > 0: 


c) dacă x, si Ta; sînt rădăcinile reale ale derivatei să se , calcu- 
leze ' 


; : auo SOURCE E (SEF 
PE Po. AE 
sh E lim EAN 

z—0 | 1— rz 
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ps o) penu ce valorifale parametrilor A şi p ecuaţia 


ro NS si] feo e 


$ are ca rádácini sinusurile unghiurilor unui triunghi drept- 


unghic 
e) Sá se calculeze f(2? + 22) sing f (x) dx 


(Admitere, Fac. Mat., Iași, 1971). 


29,* Se" diffunetia 


i = : pentru 1<-—1 
ft) —4 t pentru te[—1, 1] 
= 1 pentru 1 1 


a) Sá se arate cá f are derivatá continuá 


1 
b) Sá se calculeze VS de 
eS ) fe) 


(Admitere Fac. Mat., Craiova, 1971). 


30. Fie f o funcție definită pe [0, 1], cu valori reale, crescătoare. 


Se presupune cá pentru orice Ty, Tə, Tg cn 0. rr, «X. «Xs 
avem | 


De" 


fis) — fte) . feo —f6 
E TS 

a) Sá se arate cá f este continuá pe (0, 1) 

b) Se considerá functia f exprimatá prin 

T 

— pentru Dé al 

ER ME A 

1 pentru 1 = 1 


Sá se arate cá f are toate proprietágile cerute si nu este 
continuă in punctul x = 1. 


(Concurs -Mat., 1971, Dan Voiculescu). 
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31. 


32. 


33. 


Fie f : R — R o funcţie necoustantă gi astfel ca f(x + Td yes 
—f(x) oricare ar fi x si r rational (T > 0, dat). 
Sá se arate că f este discontinuă în orice punct. 


(Concurs Mat., 1975, L. Panaitopol) 
Wie f funcţia reală definită pe R prin 
fía) = 


Sá se studieze continuitatea si derivabilitatea funcţii f. 
(Concurs mat. 1972, G. Gussi) 


| ad — a? pentru x rational 


pentru x irațional 


Fie f o funcţie reală continuă pe [a, b], a « b. 


Sá se arate că : 
a) dacá fe) > 0 o orice x € la, al atunci 


E f (ode: >0 


b) dacá ys O0 pentru orice zela "a si fo) dr—0 


atunci f este identic nulá 
(Goldie smt. 1973, D. Radu) 


Sá se arate cá sirul (anne unde 


2k —1 
n Dy mw y (2k —1y + Qny 
| 


este convergent și să se de lim an 
n 


(Concurs mat., 1973, St. Musta). 


35. Fie f: R — R, f neconstantá si f(x + T) = f(a) oricare ar îi 


36. 


37. 


z real si oricare ar fi rational (T dat). Sá se arate cà f este 
discontinuă în fiecare punct, 
if , ` e. v 
a) Fie. f: R— R o funcție derivabilă pe R şi periodică. 
- Atunci f' este periodicá si funcţiile f si f' au aceeași perioadă 
principalá. 
b) Dacá f' este periodicá rezultá cá f este periodicá ? 
(Goncurs mat., 1975). 


A 
Fie f funcţia definită pe [0, 1] cu valori reale astfel 
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pi, E i 
| — dacă x se poate scrie r — — cu neN 
“n n 


[(2)= | 
E s. | O dacă xe[0, 1] si c 4 — pentru orice ne N 
n 


n 


Sá se arate cá f este integrabilá pe [0, 1] şi să se calculeze 
de i | 

f f(0 dt. 
9 , ` . 
e | (Concurs mat., 1975, Dan Schwartz). 
38. a) Fie 9g: 1 — R o funcţie continuá pe intervalul J. Să se 
demonstreze că dacă funcția f: 1 > R este derivabilá si 
satisface relaţia f'(x) = f(x) g(x) pentru orice x din 1, 


- atunci dacă f se anulează într-un punct, este identic nulă. 
b) Sá se-arate că în condiţiile punctului a) există o singură 


funcţie f care satisface condiţia fæ) = Yo unde E 


Y ER sint date. 


(Concurs mat., 1973, Pal Dalyay). 
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-= ac + bc + ab. 


"Tinind acum seama de (a) si (a) 


. E = duo + vt + wl) + (uw + ul -+ wl) + wo + 


Partea a doua — SOLUTI 


p 


Capitolul M 
ALGEBRĂ 


 JDENTITÁTI ALGEBRICE —— 


. Membrul sting se transformá succesiv 


(a? — b2)(a3 + b3) -F(p— c2)(b3 + c3) + (c? — aye + a) 
A DB — ce 4): pc lg 
— a2p2 — cb — ay+. e(a + ab + b?) -- —a2b + c) ae + bei 

E (b— ce)\(c—a) - uim c—a Dm 

Notind (a — b) = u, b —c-— v, c— d= w, d— a = t, ob- 
servăm imediat cá u +v +w +t=0. >. E 
Prin ridicare la pătrat obținem: e ume i 
u? + v? -+ w? + Ê = —2uo + uw + ul + vw + vt + wt) si 


apoi 


(a) u2—v2 —w — BP = 2(vw ---vl + wt) 


Analog avem 


(a) v? — u? — w? — P = 2(uw + ut + wt) 


we — u? — p? — P = Luo H ui H vl) 
2 — u? — p2 —w = 2(uv + uw + vw) 


Expresia dată în membrul sting al identității se serie cu. 


ajutorul variabilelor u, v, w, t E 
E = uà + 04 4 wt + 1% — 2(u202 4 u?w? + ut + vw” + 

+ v?f2 + wt?) + Buvwl = u*(u* — y? — w? — t?) + vu M 
u? — wê? — 12) + w? (w — ul — v? — 2) 4-6 (—u*—w — 
— w?) + 8uvwt. 

expresia E devine 
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11. 


2 ut + ol) + fuv + uw + vir) + 4uvw] = 2[uv(w 4-0? + 
AE uiu + 0} oo + tu + v) + ola + ou + 0] = 
= Lu 4- v 4- w 4- t)[uv(w + t) + wt(u + v)] — 0 


Identitatea datá este echivalentá cu 

(1 + 2a} + (1 + 2b} + 24(1 — a)(1 — b) = 27 — (1 — 

. — 2a — 2by | 

Descompunînd în membrul sting suma de cuburi se calcu- 
leazá usor cá acest membru este egal cu 

(a) 2(1 + a + 5)(13 — 10a — 10b + Sab + 4a? + 40). 
Efectuind calculele si in membrul drept prin descompunerea 
diferentei de cuburi se obtine aceeasi expresie (a) ceea ce 
demonstrează identitatea. — 


Dacă xr € N.| x + T x pentru Yk <n şi atit membrul 
n ; 
stîng al identității cit si cel drept vor fi egali cu nz. 


. Z L RET 
Fie x= [x] + a cu 2% % < PEL unde p are una din 
n 


~ valorile 0,1, 2,..., n— Il. 


12. 


310 


. k ' k «> y s$s " r 
Atunci PE < aj — € Pp > E + "s 
i n 


n-i n-1 


- y» + a + ri n[x] -= Y a + >] = n[z|-4- 
k=0 


k=0 
p=p-1 n—1 


+2 [+ ¿je [a+ z = nla] + p 


k-n—p 
n—p-—1 n—1 


ro LR i A k 
Ci — | — — | = 
ici 25 [ez] 0 si EL p 
k=0 k—n—p 
Pe de altá parte 


nrc n[x] +t Ma iar p<nae<p+ 1 şi deci - ' 
[nz] = [n [x] + na] = n[z] + [na] = n[r] + p, ceea ce de- 
monstreazá complet identitatea propusá. - 


Primul membru se transformá succesiv 
ai + bi + 4a*b? — (a? + DR 
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Membrul drept al identităţii se transfoimă succesiv 


n n 


ou b? 4- 2» d; bib; + Sai b4 + ye a5 b? — 


As] PRESS i,j=1 sjel 


izi [i "er 
n n n ni ri 
9' , 2 * n2 h2 2 
—2 Y q;b;ajb; = ) droga > u$ = D a; > M | 
Hil i=1 iy j=1 i=l j=1 
Ter izj 


ceea ce demonstrează identitatea. 
Ridicind relația de condiție la patrat obținem 


(ya 4 D2 4- c? — — 2(ab + ac + bc) 


Ridicind din nou la patrat relația (*) obținem 


e ic b + c = —2a?b? + q2c2.4+- Dc?) + 4(a?b? + ac? + 


+ abe + ab?c + abc?) = pn + be ca EF 


` dota + B+ 


ceea ce tinind seama de condiţia « a "p p n c = 0, demon- 


-strează identitatea propusă. 


Tinind: seama de^ conditia identității- şi. -de can jel el 


|. din problema (6). si de relaţia (*) din problema. precedentă 


16. 


15. — Ghid de pregátire la matematica ; + AN 411 


avem urmátoarele egalitáti : 

(+ 03 + c3)(a? + b? + c?) — a? y D + c + a2b?(a + b) 
4- a? re d- ES + b2c2(b » c) = a9 + b5 + c* — ebe — 
— a?cb — bea = ad + 3 qs câ — abe(ab i ac F, 


+ be) = 054 eet Dem = (a? T. P RECTE 
De aici obtinem | 
abc 


(+) a 4- b5 + ——— AS + 


5abc 


+ 4G) = | 3abc — tele qe) 
de unde rezultă imediat identitatea cerută. 


Pornind de la relaţia (+) din problema precedentă şi tinind 
seama de problema (6) obţinem succesiv 


a5 4- b5 p c — (B+ b? -- (a? -+ b? + c?) — = (ut + bj a 


4 ét y Vt aee) = B qe D q Oa P + c2), de unde 


= (4 re) 
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ta 


rezultă imediat identitatea cerută. 
17. Folosind condiţia problemei putem óbline succesiv 
(a? + b + c3)(a* + b* + ct) — a* 4- bT c* 4- "n -+ b)+ 
+ aña + c) + belb + c) — a* p D? 4- cC — abe. 
(a?b? 4- a?c? + b?c?). | 
De aici tinind seama de identitate din problemele (14) si 
(16) se obtine 
a! + b 4 c — Gi + b p eat + bt i + abe(a202 + 


Et adc + b?) = — = (a? + B + lat + bt -+ ct), de unde re- 


zultá imediat identitatea cerută. 


18. Făcînd în identitatea lui Lagrange (13), b, = b, =.. .= b, =] 
obtinem : 


n n 
n > a2 = 3 a) + ) Jeux si finind seama de con- 
i-1 i=1 i j=l 


izj 
ditia problemei rezultă 
n l , 
E (a; — bj? = 0, de unde a; = bj yijjeN 


¡,j=1 
icj 


19. Notind cu e,, Ca Cg, Cp membrii din stinga ai egalitátilor date 


se observă că 

9 9 9 __ (12 9 i . +2 L m2 
d+ e$ + e$ + e3 — (aj + a$ + a2 4- a3)(a$ t 23 4-7 x3 ză 
si în virtutea condiţiilor problemei avem 


aj + a3 + aj + a1 — 0 sau 1? 22 + 3$ 4- 3j 
rezultatul cerut. 


0, de unde 


20. Trebuie să observăm mai intii necesitatea ca a, b > 0 căci 
astiel membrul drept din concluzie n-ar avea sens. În aceste 


condiţii a+ b T O si putem simplifica condiția dată care 
devine 


a? — ab + b? — 13ab. 
Adunind in ambii membri 3ab obținem 
(a + b)? = 16ab sau | | A 
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A i 
a+ dy q maia ; A 
mus = db de unde prin logaritmare in bază g 4 1 se 
obține concluzia cerută. 


Cu notaliile problemei si cu regulile de înmulţire ale simbo- 


lului imaginar i (i? = 1] avem 
I| Va? ui dnb Vai. 
[2,29] = V Gras > ud +F (tihi + L34 1)? 


= II 


23 + y3 


Cu acestea, egalitatea de demonstrat devine 
(a) (+ yD(3 + uS) (rx — YY)? F (Za + T291)” 
(b) (ri 4- yi SE + y$) = (ut. J192)? Ty — UA 


care se verifica ușor (Egalitatea (a) este o consecintá imediatá 


TA identității lui Lagrange pentru n= 2). 


Expresia E, se transformă identic în modul următor 
E; = Y + Med y Hz) + ala Hy 2) + 2] — (y + 
+ My? — yz + 22] = (y + z)G + 12 + Y +2) + 

+ Cee et ale pl= W + e r2 
(c d 2 y) = 3(x + YY +20 + x). 
Penta calculul lui E, Mota b — c = qx, c — 4 = J, a — b = z 
$1 observăm. cá z ^4 Ub zs 0. Atunci tinind seama de 
problema (6) avem 
Es = £? F y 4 = = Jay; = 3(a - — a _ ee - — o 


Pentru calculul expresiei Ej, notăm. Z+y—z=>=a4 ur. 


z— x= b, z+ x—y =c şi observăm că 2z+y+z= 
= d + b + c. Cu aceasta 

E, = (a + b + e )— a — D — e = 3(a + dx + (e + 

-+ a) = 3(2y)(2z)(2x) = 24xyz. (Am folosit rezultatul obținut 
la calculul luj E, din problema precedentă). 


Pentru calculul lui E, avem 


j wes tet s gn 2) 4 == ax) + z) + (22 — atu) Sy 
pre ue, (æ -+ y) QI + e + a) 
a Petz t z) + C + y) — yy t z) — az(x + 2 — xcu _ =0 
NR (nk XE VOD E I ue ET 
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0 
Ld LI 
. 25. 
" d 
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H Rina 
ama 
nn erat 


Utilizind in mod succesiv condiţiile dale putem calcula 
0=(1+ y +26 + yn +2 C) = Ex* 4 oy? + C2 + 
Hay + 2 + yz(n + pa zel + E) = gr? Fay? + 


i 


" 9 G 
+ Cz? — tyč — yz% — - 0 4 wy? + 62%-— xyz și "3 


Y 24 a- Ent + ny? + C. 


" 
Inmultind relaţiile de condiţie cu 7,7773 obtinem 


dyis + A3Ta)tata (ag, + d435)9,Xg _ (0172 + oT). 
o A PX RR ORE c —ÓM—————— 


. de unde aplicind proprietatea sirului de rapoarte egale 


E Y ptas E TUE GIA ytz obținem : 
s , : 


) 


2, 
Tata + ax) + a( 27 + z3) _ ThA T, + Q3t3) + afxi+ Es 
a “a, 


Aa 
= 
e 
R 
+ 
e 
a 
J- 
(z) 
= 
+ 
iz] 


Ma 


— 
IL 


r 


T¡(AST + 2313) + a( 25 T $) 


a1 Pus 
Scázind din fiecare raport cantitatea x? -+ 12 E E oblinem 


— 


I(—A,T, + data + QaT3) _ TAA Ty — (foto + (Uy) 
| ai., fa 
__ Toata + ata — Ayn) 


az 


fiii tind. această relație membru cu membru cu condiția 


. dată obținem 


E ata + UgTa Z Aty + Ta Cuor dX, L 


Apoi rezolvind în raport cu z,, Ta Ta sistemul 
Azta F dota = (Gt: 
AgT, F Atg — Agt 
(52, + dr, = d4T 
gásim cà 
E Zi o X. 3 ye 23 


2a,4,4 D; 2 O^ -2.F 0 0 X A 
1"2"3 a(—a + a5 4- a3) al a —a> +3) al a +a3—43). 


adică identitatea cerută. 
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Relaţia de condiţie, după transformări simple se poate pune 
sub forma (a, + ap + (Ga -+ (343 -+ du) — 4,474 = 0 
sau (x) (a, + ada -H a5)(d3 -H ai) == 0 : 

cu care se poate arăta că este echivalentă. 

Relalia de demonstrat, se arată în mod analog că este echi- 
valentá cu 


(Xx): - | (Ai 02 a2 4-43 Dag Fat) = 0 

De aici, implicaţia de demonstrat rezultă imediat căci dacă 
relaţia (x) este satisfăcută atunci fie.d, + dy = 0 ceea ce 
implică af! + ag=0 (n impar) si deci relatia (xx) e satisfácutá 
fie az + ds = O si deci as + a3 0, adică (xx) e satisfăcut, 
fie in sfîrşit a4 + a; = 0 si deci a3 -+ a = 0 ceea ce trebuia 
să demonstrăm. 


Problema dată se poste inde in anódul următor : 
Dacá Œ) aĵ + a3 + a3 = (a, + a;)(a, + maz + (a) six, = dep! » 
Ta = A651, z4 = Aeg! unde. ej — af + aj-F 03 eg = ap — 
— a+ ad, ey = u? + a$— a$, iar A arbitrar, atunci 
(xx) rH 334 23= (2, + TaT + 29) (07 + 71), sau 
: SE E A A IE O! 
Gx) o ata GE TZ [4 2] 
ey 70:647 Weg £9] A fas E 


Relaţia (x) si (xxx) înseamnă de fapt cà privind relaţia (xx) 


ca o ecuaţie în Tis To To dacă ea este satisfăcută de valorile 


= @, atunci ea e atisfăcută de r, = E 
T. = dy Ty =p dy = „ atunci satislă tă si RUN 
: li 


La = — 4 Ty = — 


Pornind de la identitatea stabilità in problema (22) 

(+ y +7 4423 314 Y DR Ha) (a) 
observám cà rela(ia 

vj + 23+ L3 = (e, + TQ + DA + wj) implică si este 
implicată de (2, + 22 + y = = AQ de v4 ia 13) = 4 + 

i iy), + x). + T3) E (b) 
Deci pentru problema noastră in care vrem să arátám cà 
ims PLA l sînt rádácinile ecualiei (xx) este. suficient sá ará- 

ae es 


ĉi Ca (3 


139 (1 qa pde ri Ag" ol 
tám că Pen AE +] == Ts -- =) [= + — Jt =), sau. 
Ca €3 E. 


215 


CE Scanned with OKEN Scanner 


29. 


216 


(xxxx)(0,03 + Col + exe)? = 4 ejeglgle, + eMe, + cate, + eg). 


Calculind pe rind membrul sting si cel drept avem 

e,€5 + exc + ese, = 20703 + 2a? ag + 243 43 — af — a$ — 
—al = (d, + da + dg)(—4, + a + ag)(d, — az -+ a3); + 

+ dy — dj). 

Pentru calculul produsului A = (—«, + da + d5)(d4 — dla + 
+ aga, + a — «3) ţinem seama de (x) si avem 


A = — aj — aj — a3 + as (a, + d)? — 44,0, + a3(u, + 5) + 
A apa + a5) — 44,443 = — (a, + a5)(d5 + a4)(d4 + a) 
+ (a, + ag)(a,d5 + dada + di + o + a3) — 44,434 = 

= —A4,0243. | 

Atunci membrul sting din (xxxx) devine 

(e,e, + 0903 + ege)? = —G4ai a3 03 (d + da + (5)? 


Mai departe avem : | 
e, + e = +20}, €, + es = 24], ete, = 243. 

2,092, = —Í4,4)dg F+ a3 + a$ + aj (aa + (a) + az(a, + 
+ a3) + a$(a, + 42) + 20,0505 

dar a? (a, + a5) -+ as(d, + da) + (a, + 03) + 24,424 = 
= (a, + ag)(d, + 4z)(d, + 43) | Pe] 


si in virtutea relatiei (b) avem 


? e a că a k K 3Y = i 3 
eje. = — Sa asds(a + a3 + a3) = —24, 4943 (4, + (y + (y) 


Cu aceasta membrul drept din (xxxx) devine 
4eezeg(e, + tale, + e) = —61aj asa Sa, + da + a3)? 
adică este egal cu cel drept si relaţia (xxxx) este demonstrată. 


Aducind la acelaşi numitor (a, — 4¿)(4, — 4)(43 — (4), in 
primul membru al identităţii de demonstrat avem de calculat 
numărătorul | 

aj (a = a) + ax(, — az) + a$(ay — a4) = a,42(a3 — aj) + 
+ aa; — a3) + ala — (4) = (tt ER d.) [azla — (3) + 
+ a$(a — a) + aj ds( — 41) + a,a5(a5 — a,)] = (a, — 3) 
(a, — 4) [8 — a3 + a, (a3— a3) + aja, — a3)] = (4, — 42) 


“(da — a3)(u4 — aya? + a3 + da + d503 + 054) 


si aceasta demonstreazá imediat rezultatul cerut. 


Aducînd la numilorul comun (4, — ag)(a, — 433 — t) 
obținem la numiárátor: | 
[12 — (4, + ag) + talta] (a4 — da) + [x — (4, — 43) + 4,43) 


(a, — 43) + [22 — (a, + ay) + ag] (4, — d,). 


Coeficientul lui z* in această expresie este (dq — da + € — 
T va MA DARA 9% + e 

— ag + de — 4, = 0 iar coeficientul lui v este a2 — u3 — aĵ + 

+ a3 = 0 ceea ce demonstrează independenţa de x a expresiei 

date. ' 
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aa Mu : d, ; 
Notind 22 = a, Bes dee ed = i4, expresia de calcu- 


Q4 04 a 


lat devine: 


Eag LAL at Sta ip Hd fa 


T Ta a "E 
———3 în prezenţa condiţie 
Ti 


calculind apoi de exemplu expresia 


4 + 85 + a4, = 0 găsim: 


2 
to x. 2a N Eur VÀ , : 
OS Mr A Prin permutări circulare se obține apoi 


Ti aia» 
PI 24 208 2 3 3 3 
E—34 TET = 34 wol pas 


Tinind acum seama cá în condiţiile ET a+ aĝ + a} = 
= 3003 avem E = 9. 


a) Identitatea rezultă din problema (22). 
b) Condiţiile problemei implică (x + y)X(y + zXz + x)= 0 


de unde la tel. ca „Şi În -problema (26) rezultă rezultatul 
cerut. . , 


> 


2. INEGALITATI ALGEBRICE 


Observám cá produsul celor patru termeni din primul membru 


al inegalitátii este egal cu 1 si deci lema (1) ne demonstreazá 
inegalitatea cerută. 


Utilizăm relaţia de ordine dintre media ani metes si cea 
geometrică a patru numere. 


În virtutea relaţiei de ordine dintre media aritmetică şi cea 
geometrică avem : 


[Ee E] > vez = v 
1 ac d INT! 
- e £i cd 
E [^ 4E IE yed 

A i jp i > Vaid? = ad 
ES Ei ird > Vaz: = ab 
2 ` 
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Adunind cele patru inegalităţi obţinem concluzia cerută 


Din relaţia de condiţie rezultă a; <s, Vi şi atunci af = 
= a? (2250247, de unde insumind 


xa < Ys ASA -2 y aj— sn-2.52 — sn, 


i-i i—1 i-1 
Punind $ a? = 1 în identitatea lui Lagrange obtinem 


n 


T Qoa + $ (oct — cp, de unde 


= i j=l 


ij. 
] : 
AM > (Y ab): 
f i=1 e i=1 E 
Punind in identitatea lui Lagrange “condiţiile problemei, 
rezultă imediat concluzia ridicată la pătrat. 


n, 
Ştim că y (aj — 1)? > 0. De aici avem : 
i=1 


deL 
membrul drept obținem inegalitatea cerută. 


se verifică uşor că pentru. orice ie N avem 


il i (1> A Dd OA : i 
————— < —|[—-—————|si atunci pulem scrie : 
QLI AXE i 4-1 
n i | : 
I (2i 4- 1): ax 5 i+ 2 11 n 4- 1j 4 
Ie E í 


Se verificá.cu usurintá că RENATE orice n>2. 


m < PI Pag = —— — T de unde sumind, obtinem 
n A n , n i 1 1 
»uacte pie [jeep 
= anml 
"s n L 


Ya—2Y4+n>0 sau Lrecind unul dia termeni in... 
i er 
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16, 


at + + c > ab + 


Tinind seama si 


Se verifică uşor relaţia de ordine 


1 1 
-== > == = Vk — Vk — 1, de unde obtinem 
Vk ^ Vk +Vk—=1 Mess 


| RUE 3 Y (EVE) 2 yn 


k=1 hk=1 


Notám primul membru al inegalitàlii cu E $i presupunem 

E inceput z 1. 

E = pa i) — qla? — 1) = (e — Dip + 012 4 
O la p aiba Dio (1) 

[qP + 20 Ls a) — (p — pai d -at*-Eo2l- 


+z 1) 
Dar ras xl avem a? aP- cea equas a (gP-0-1 Es 
+... +1)> d — q)2? si deci 


(> zidi aP aaa Ea 2 x —4q(p — qat. Atunci 

E < (x — i)[—q(p — Qu + q(p — qo] = —q(p — 4) 
(r— Pri <0- 

Analiza cazului zac 'se face in mod analog tinind. seama cà 
r—1 0: 


Primul ETE. al inegalitátii il putem serie 
b a c a c b 
e o DRE 


Se observá că E este o sumă de trei perechi de numere in- 
verse adunate între ele. Cum suma a orice două numere 
inverse din R, este cel puţin egală « cu dri, rezultă imediat 
rezultatul cerut. 


Membrul întîi al inecualiej da pune usor sub forma 


A că 


4 Don a? H b? c? d 4 


a — 


abc 


Utilizind relaţiile de ordine dintre media aritmetică şi cea 
geomelricá avem 

ac + bc 

Sici moa? poat ob?  abe(a ob oc) 


de condiţia problemei avem : 


es ab + oac be + atb? ay bee? 
15 ll o AIL RR LA t a, sa > 


en a 


ab + ac -+ bc ES | 
abe ; abe 
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Di aia 4d 


Pe de altă parte avem 

1 € 
t=a Fb 624 3 Vabe, de unde = > 3. 
V aoc 


şi apoi 


RR MR as 23 > 9. 
C 


abc á b 
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Cu toate acestea putem serie E > 10. 


Vom utiliza principiul inducției complete 
Fie n — 2. Avem de demonstrat că 


EC pb + ag *Py(a p j- n p > (eT Ala amy: 
Calculám membrul sting 


p ¿Y? 
us EL q2" + ai am TE +- (=) > a?" + a?" +24" as e 


da 
= (af + amy, întrucît suma din paranteza dublă este 
superioară lui 2 ca suma a două cantități din R, inverse una 


-alteia. Semnul egal are loc alunci cînd = 1: sau «d — d. 
` 2 


Pentru a trece mai departe notăm í 
Au m4 J-> pem In — In 
Bi = Ya Tí dur Y P; Ex ap 
i=l Em i= 
Presupunem, în conformitate cu principiul inducției com- 
pieje că Ef -Ez > Ei si calculám 
z 7— |^ ,mip R— + om 
Ef, Erp = Eg Ej + an Et + Ur E; Tz > 
4/2 2m m+p Et 
Ez + Q1 AR HAT Er -+ ay. Cri E. 


Sá analizám in delaliu expresia formatá de ultimii doi ter- 
meni ai ultimei sume, În ea intră termeni de forma 


Foia ) s A p 
qp y a alt ) Tu jet m m |; ar41 |! li `. 


+ 
eio LT 


> 2d up, aP', semnul egal fiind valabil cind As == (li 
Sumínd aceste inegaliláli, în raport cu indicele i de la | 
pînă la k avem: | | 


ap + EF m ^h az j^ E > 2441 Eb 


18. 


21. 


Cu aceasta avem 


R — mb om _ Li m Pa dca Pd 9 t P 
Ear Eka > Ef + afp 2a di == (Ek + ür) = Ei. 


ceea ce demonstrează complet inegalitatea. Egalitatea are 
loc cînd toate mărimile «; sint egale între ele. 


Scriem identitatea lui Lagrange 


a? + b - Ey? q za? + a*y?) = (ayz + bzx + cry) + 
+ (azx — dyz)Y? + (axy — cyz)? + (bry — cz), 


de unde rezultă: 
q? -L b? -L c?)(gy?z? p z + ey?) > (ayz + bzx + cexyy 
[ i y y y y 


inegalitatea care este adeváratá independent de conditia 
problemei. DEN 


Inegalitatea cerută rezultă imediat din identitatea lui La- 


grange. 


Din identitatea lui Lagrange se obține. 
je ; n n E n 
(x) o5 (Mai) (Y ui) 2 (Vj vun. 
i-1 i=] i-1 


f DA sete ine ari pcs Dé ls 
Punind in această .inegalitale 2; = Vai, y; * d obtinem : 
| | "i i 


(> EI i > m^, de unde tinind seama de condilia 
( ai das E i 


Asa cum ştim inegalitatea (x) devine egalitate cînd toate 
numerele z; = y; Vie N adică, în cazul nostru cînd 4 = 1, 
VieN. | 


Slim că (vezi (2)) - 
i=l, $ (> n i 
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22. 


Ridicind la puterea n inegalitatea obţinută obţinem rezul- 
tatul cerut. 


Din relatia de ordine dintre media aritmetică și geometrică 
avem inegalitáfile. 


a Au > Va; pe care inmulfindu-le termen cu termen obținem: 
2 ' 


De aici reiese imediat inegalitatea cerută. 


Relația dintre media aritmetică si cea geometrică ne dă 


a+ Qi = | 2 
Shih: MESS Vasa: de unde > 
di Vasa, ai + Gi 


"e y Ur War 4 — 
i a : 
É a; + disi (at + Qi) 


Sumind aceastá relatie se obfine rezultatul cerut 


Făcind in Eid de lui Lagrange b; = 1 se obţine 


OS n) RF (ai — aj 


NI : ij—1 
i,j 
* : 
de unde rezultá inegalitatea cerutá 
Pentru. demonstrarea părţii a doua observăm mai intii cà 


It a 


este necesar că Y ai > 0. Ridicind condiţia la patrat si 


i=l. 
liníud seama de inegalitatea demonstrată avem 


n. n n 
(n DA aj < (dai ES nda di 
= : = . i-1 
- A n 
de unde rezultă pentru n1 cài ajaj > 0 


i j=l 
isi 


Din cele două conditii rezultă a; > 0, V i 


Dacă a+ b--c «0 inegalilatea este evidentă. Dacă a + 
+ b -+c > 0 inegalitatea de demonstrat este echivalentă cu 
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26. 


cea care se obţine prin ridicare la patrat și care este un caz 
particular al inegalitálii demonstrate in problema prece- 
dentá. 

Dacă notăm zy = ay + iba SA = —1) inegalitalea de demon- 
strat este 


¿Y L1 


B 


Pentru n — 2 avem de demonstrat 
V; Pa E € Vat D Val d 9 
inegalitatea echivalentă cu . 
ad, + bib; Va FIDE 


care la rîndul ei este adevărată ca un caz particular al ine- 
galitátii (x) de la problema (22). (Rezultá imediat din iden- 
titatea lui Lagrange). 

Pentru a demonstra inegalitatea in cazul general procedám 
astfel : 


n—1 n—i n—2 
[va]. = Ea + Zn |< Y zk Iza] < |+ Zn 4l T4 
1 k=l. k=1 Y — k=l 
n 
+ za] < ... <S Y Izk 
SSP k=1 


Inegalitatea cerută este o consecință a inegalităļii demon- ` 


strate la problema (25). 


Pornim de la inegalitátile evidente în conditiile problemei 
> — (b — c? = (a — b + cya + b — c) 


$ IM SM (a — c + ab + c — a) 


c c? — (a — b} = (e —a + dc + a — b) 
pe care inmultindu-se termen cu termen obţinem 
a*b?c?7— (a + b — e)la — b + c?)(—a + b ++ CE 


de unde rezultă inegalitatea cerută 


Adunind inegalitátile cunoscute 


a Si 0j 
Varas aj <= T : 


rezultí inegalitatea cerutá. 
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30. 


e 


Avem pe de o parte 


(x) E la, SN i 
a b c Yabe 


Pe de altă parte avem 


| a Mr 1 3 
a+b+c>3 V alc, de unde —— > ———— (xx) 


Y abc bc q--b-4c 


Reunind cele douá inegalitáti (x) si (xx) oblinem rezultatul 
cerut. 


3. ECUATII SI SISTEME DE ECUATII 


i L > > j . .. n : ln 
Se stie că dacă A? — B — C? radicalii de forma | 4 + VB 
se pot pune sub forma: 


5 A+ C A—C 
VAxyB = | + 2 
Observăm că în cazul nostru 


d [us Su om E dan C — |> 138l 


12a y, 4a 12a 12a 


Atunci niemb£ül intii al ecuatiei se serie 


€ — 4a pentru 277 134 


(EX gemi — | 
i 24 a 


2 


d 


3a 


y3 pentru 27 13d 


Pe de altá parte pentru ca ecuația sá aibă sens în R trebuie 
ca x >4a 


În aceste condiţii se ¿hierva 'ü soluliile ecuației sint 
t € [4a, 13a]. | 


Scriem ecuatia sub forma 


E F EY XT 
DE MES OW 


| 
şi observăm că x = 2 este o soluţie a ecualiei. 
De asemeni observăm că Sa zei da 


y; 
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/7 i : 
Vs +17 < 1, si deci presupunind x — 2 
4 e 
[Xe f a (yes) 
4 4 


AL —|7 7); apela —Y7 2| de unde prin adunare constatám 
4 


că nici un r 2 nu poate fi solutia ecuatiei date. 
În mod analog se arată că nici un 1<2 nu poate fi soluţie 
si deci singura soluţie a ecuației esta t = 2. 


Ecuatia dată poate fi pusá sub forma 
(v — 2y — 1Y*--(x + y — 7)?— 0, de unde în R trebuie să 
avem : 


Rezolvind acest sistem obținem z—5 y= 2 
Ecuatia datá este echivalentá cu ecualia 
(2 — 2y)-- (2x — y + z — 6)}+ (0+ y +2 6)= 
ale cărei soluţii reale sint date de sistemul ; 
z —2y = 0 


w y r à IN 
la Ey 2—b5=0. : 


Soluţiile ecuaţiei date sint deci x = 0, y = 0, z = 6. 


Observăm că 5, 12, 13 sint numere pitagorice, deci o so- 
lulie a culpe) date este x — 2. Procedind apoi ca la prc- 
blema (4) se demonstrează cá nu mai există alte soluţii: 


Se calculează soluţia z = 0. 


Se calculează soluția x —.1 


Utilizind acelaşi procedeu ca la problema K se obţine 
membrul sting al ecuației, egal cu 


5 / ad | q— 2] ami e l1 Mr 222 
and e AS 5) 1 i 


2 pentru 1<2 


— 


to 
Y») 
Y 
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13. « 


326 


Deci solutiile ecuatiei date sint x e[1, 2] 


La fel ca in problema precedentă membrul sting al ecuației 
se pune sub forma 


>= VE pentru Jal > V3 
< 


2 V6. pentru [a] < V3. 
Deci soluţia problemei este x Ya y3] 


Punem ecuatia datá sub forma | 
(+) 522+ 4((1 — My — 5]z + Q?4- 4)y*4- 2(3A — 8)y-- 25-0 
Pentru ca ecuaţia dată sá aibă soluţii reale este necesar 
ca discriminantul ei considerat cu ecuaţia în x să lie ne- 
negativ, adică A'= — (A + 4)*y?4- 10 + 4)y — 25 = — 
— [O + y — 5]? > 0 | 

Singura posibilitate pentru satisfacerea acestei condilii este 


! jjeng de pa ==: 
(A + 4)yj —5 — 0, de unde y Lad 


În aceste condiţii soluţia ecuaţiei (+) in x= va fi 
2(1 — Aje — 10 
r= — == sau 


J 


5x + 21 —2) y —10=p 
Pentru y sá fie număr întreg este necesar si suficient ca 
A=1, A= — 3, A= — 5 si se va analiza in care din 
aceste situaţii x este si el întreg ca rezultate se găseşte cà 
toate valorile lui x care-l fac pe y întreg îl fac si pe cx 
întreg. - » 


„Considerăm ecuaţia cu necunoscuta u 


Aa apii 
u u— a? u—f*. 
care din condițiile problemei rezultă că are trei rădăcini 


şi anume a?, b?, e?, 

Ordonînd ecuația considerată după puteriie lui u găsim 

mai intii 

u(u — B?) (u — a?) — a*(u — alu — 8%) — y(u — Pu — 2 
(u — au = 0 


i? — (a? BeH? 224 25)? ... 0 
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3 14. 
15. 
16. 
PB 


16 — Ghid de pregátire la matematică 


Seriiud acum prima relație dintre rădăcini si coeficienți, 
(Viéte) găsim i 
qi-- bi c*- «a? 4 a24- y*- z? de unde rezultă 
S,- d34- dd c?— a?— (2, 

Ecualia dalà este echivalentá cu 

aq y?— 2y + 24 = 0 

da — 2ü = 0 
in continuare trebuie discutată in funcție de a ecuaţia 
y— 2y + a?-- 2a = 0 şi se găsește că pentru a*-- 2a < F 
are rădăcini (y trebuie să fie in mod obligatoriu real), iar- 
pentru 24 2a > 1 nu are soluții. Se vor explicita condi-. 
tile de existență a soluției in funcție de a(ae[i — 0 
12 y3 ! a | | 
Dacă sistemul admite soluţia (z,, y,) se observă că o admite. 
şi pe (x, —y,) ceea ce implică în virtutea condiţiei de. 
unicitate y,= 0. Pentru. -această soluție -rezultă b — 1, a, 


— arbitrar si x arbitrar. | 


În aceste- condiţii soluția va [i x = Vc yi= 0 
Prima ecuaţie ne dá [|z|?—]i|i—[|w|* iar ecuaţia a doua, 
iz;j'iw|  — 1 sau [|z|95-|wj?$5— 1. Substituim din prim [zit 


—|wj?8 si obţinem |w|?— 1 sau |w| = 1, |z| = p. 
Mai departe substituind din prima ecualie in a doua ob- 
tinem — 8. w5 1 sau w= — l = cos mz -L-i sin 7 Si 


de aici rezultă ușor folosind foimula lui Moivre soluţiile. 
pentru w si apoi pentru z. 


Pentru a rezolva problema linind seama de semnificaţia, 
modulelor vom 'căuta soluţiile următoarelor. sisteme. 


(a) A 214 2y = 3 xe[— oo, O]UJ[1, oo) 


r—y=1 ye[0. 00) : 
b) [25— 2r +- 2y = 3 ve[— oo, OJU[(, 00) 
cd aq y=1 ye(— oo, 0]. 
— 284 2x + 2 = 3. xe(0, 1) 
(c) 
t=- i =. ye[O, oo) 


— 212427 +2 =3.: x6(0, 1)... A 
= ye(— 00,0) 
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38. 


39, 


228 


F 


Solutiile cãutate vor fi 


Utilizind identitățile 
(24 y +2) (++ y+ 2?) = Ary + 22 + yz). 


B pe 3ayz = (£ + y 4 a + ot ay — 
-— qz — yz) 


si inlocuind datele problemei gásim 
ty + yz + 22 — 0 
xg» =) 


la care adăugind ecuaţia a treia a sistemului, găsim so- 
lutiile f 


+ ty = 0 ls = $ £9 = 0 
lg =3 Ya = 0 zz = 0 


A = + (m? — 2)(m? + 2). Ecuația are rădăcini reale pentru 


am e(— o, — V2)U( V2, 00) 


A' = 2(m — 1)*. Ecuația are rădăcini reale pentru orice m. 


A = — 3m? + 4. Ecualia are rădăcini reale pentru 
—2sys. 213 
m e| E erm 
A = m? + 2m — 3. Ecuația are rădăcini reale pentru 


m € (— œ, — 3)U(1, 00). 
A > 0 pentru i e (— œ, — 4)U(0, cc) 
Y : 


0 pentru m € (— oo, 0) 


ll 


S= — |1 
(a) Condiţiile A > 0, P —0, S >0 sinl contradictorii 


(b) Notînd T(x) membrul sting al ecuației, condiliiie care 
trebuiesc satisfácule sint 
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m0: m «0 
PG-1)2 07 "TEO 
Aceste condiţii ne dau pentru m condiţia m< 0 
(c) Condiţiile care trebuiesc satisfăcute sint 
T(— 3): T(— 2) < 0 si T(2)T(3) —0 
Aceste condiţii nu ne dau pentru m nici o valoare căci 


s "T TE " 1 1i. 
prima condiţie e satisfăcută de me|—, —|iar cea de-a 
) 2 


1 1 
doua de mel=, —j: 
a LO e 


25. Condițiile care trebuie satisfăcute sint, dacă notăm T(x) 
primul membru al ecuaţiei 


A = —m(m? — 3m + 1) > l | 
a 2) T(1).— (mé + 7m om dp 1)>0 


AES „ceea: ce dă pentru m A 
e T YR. rr = 
me — o E588 ua ya 20 y [SE E Rer 


T 


25. a) Conditiile care TA satisfácute sint 


P eh | TOTO) <0 
Ez | mT(1)<0 d" 


unde T(x) este membrul sting al ecuatiei. 
Alte condiţii echivalente sînt- 


m5. queo. -.. 
TU) <0 sau T(1) 20 
T(2) 0 T(2) «0 


Aceste condiţii ne dau pentru m 


Cru E 
dci 5) 
Ra 


229 
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26. 


b) Condiliile probiemei se lranscriu in 
[i —1>0 JE Illu 
T(— 1) = m? — 2m + 3 >0 sau T(— 1) «0 
TU) = m? + 2m —1 «0 Ira) x0 
care ne dau pentru m condilia m e (— t= V2. — 1). 
A = a + b 


pue E 
M 2 
S=a=.b 


Reprezentind curbele a? + b? — AS 07 1o = = 0, a—b=0 


in planul a o b obținem următoarea situație (fig. 5.1). 


A <0 pentru a? + b <4 . (c) 
P”>0 pentru ab<2 — - At : (I) 
S > 0 pentru a > b i | (D) 


Deci in exteriorul cercului (c) avem rádácini reale iar suma 
si produsul au semnele din figurá. 

A = a? — b, P = b — 2a + 1, S= 2 — 2 

Reprezentăm pe acelaşi grafic, în sistemul de coordonate 
a0b, curbele A = 0 (parabolă) P = 0 (dreaptă) 

S = 0 (dreaptă) (fig. 5.2) 


E 
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A <0 pentru b <a? (interiorul parabolei). 
-P>0 pentru b > 2a — 1 (in dreapta dreptei Dj) 
: «S 0 pentru a > 1 in dreapta dreptei D, 


298. Fie T(r) = a? — v — m si 4 (x) = a? — x + m —1 cu rádá-: 
cinile, respectiv tp Ya si E,, T Sá analizăm cazul de se- 
^ parare 21 < E, < x, < Za. Condiţiile de satisfăcut, tinind 
seama cá primul coeficient (in 2%) este pozitiv, vor fi 
T(2,) < 0; T(2) > 0 


Pentru calculul lui T(7,) si T(Z;) avem 


TŒ) = }— a — m = 3 — + m— i — 2m + 1 = 
, = — 2m + 1 
y m l 
T(Z,) —.— 2m + 1 


Tinind seama că T(Z,)- T(Z,), condiţiile problemei sint 
contradictorii, deci nu existá nici un m pentru care rádá- 
cinile celor două ecuații sá se separe. 

Acest rezultat poate fi demonstrat si dacă se line seama 
că graficele celor două trinoame au aceeaşi axă de si- 
metrie. | | fet 

Fie T(x) = mai? — 2x — 2 si T(x) = x +2—(m + 1) iar 


Tit S] X, Z, respectiv rădăcinile celor două trinoame. 
Condiţia de separare a rădăcinilor celor două trinoame 
este T(5,)T(2,) .— 0. 
Pentru calculul lui T(z) procedám astfel: 
T(E) = in(z24- 3, — m — 1) — (m + 2yc, $ m(m + 1) —2 = 
= — (m + 2)(z, — m + 1) 

Cu aceasta condilia noastrá devine 

T(E) T(E) = (m + 2( — m + 1) — m + 1) — 


= (m + 2) (m? — 2m — 1) 


care ne dà soluţia m e (1 — V3, 1 + y3). 
30. Condiţiile pe care trebuie să le satisfacă ps sint 
m? — m — 2 is 0 
A' = — 7m? — 13m — 17 < 0. 
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31. 


32 


33. 


232 


scriem mai intii 
n mal! + 234 = 0 (se obține prin înmulţire cu S 
2 E ma^ M ol = o e unde, adunind avem 


S mS. + 2S, = 
căcind k = 1, 2... n A insumind rezultatele se obline re- 


zultatul cerut. 
A i à Sac mo ] 
a) Avem P(xy) = y* | du ka +- 245 y (155 |. Pentru ca să 


fie per CAE, ar Îi 2 şi y este ca.a,¡>0 si 
b) se ES cá CA IS uA, 


21%. L 3 
T v A 4 ex TA 
Notăm ——— 


== pg. de dinde 


(x) (y — 1) — 2r + 2y — 3 = 0. 
Cum f(x) are valori reale trebuie ca ecuaţia (x) să aibă so- 
lutii reale pentru orice x deci 


POS We pf 
A' = — 2g? -+ 5y — 2 > 0 adică y dE? 2|; 
: mw RI à 1 + EA 
Deci valoarea minimă a lui y este — iar cea maximă 2. 
2 
Prima valoare se realizează in v= — 2 iar cea de-a doua 
in 3. 


Condiţiile care trebuie să le satisfacă m rezultă, mai întîi, 
din necesilatea că toate rădăcinile sá fie reale, deci si ră- 
dăcinile derivatei să fie reale. | 
Derivata membrului întîi este 2a[2(m — 1)a2 — m + 4] si are 
Sl 0 act pari 
; dir: 
| 2(m —1) | 5m —1) 
Cu acestea condiliile complete ale problemei sint : 


EE. >0, | m — 4 >2, | act )<o 


2(m — 1) 3(m— 1) 2(m — 1 


rădăcinile îi ae 


[(0) > 0, unde f(u) — E -(m — 1)u* — (m — 4)u +|38m — 


Un alt mod de a pune condiţiile, fárá utilizarea noțiunii de 
derivată, este următorul. Considerăm ecuația f(u) = O cu dis- 


eriminantul A = — 11 m? -+ 12m + 8, produsul rádácinilor 
; 3m— 2 

j ) Y ue ~ S - - . . Li n m ^ 

P=— si cum suma rădăcinilor S = mor: 


Li 
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35. 


39. 
40. 


Condiţiile ce trebuie indeplinite sint 
A>0 P>0 S>0 (rădăcinile ecuaţiei date sint- reale) 
(m — Df (4) — 0 (existenta unei rădăcini interioare lui —2) 
(m — DfU) «0 (nu mai există alte rădăcini între — 2 
si — 1) 
Notind P(x) = 2ma* — (3m — 1)? + me condițiile problemei 
vor fi satisfăcute dacă 

` PC— 1)P(0).« 0 

P(1)P(2) > O 

şi mai trebuie demonstrat că în aceste condiţii ecuaţia 
PX Va) — 0 are discriminantul, produsul $1 suma rádácinilor 
toate pozitive. 
Primele două condiţii sînt satisfăcute pentru 


me[- JUE, co) 


Celălalt grup de condiţii (A —— 0, P —0, S > O) esle sa- 
tisfăcut pentru l 


m € E co, 0) U (9-4 2 V2, 00) 
In concluzie ecuaţia are Loate rădăcinile reale pentru con- 


ditiile problemei, cu excepţia valorilor m efa] 
T . . 5 


-— 


Fie x, gi x4 (r, < x3) rădăcinile opuse, adică 2, + ty = 0 


Scriind relaţiile dintre rădăcini şi coeficienli, avem, dacă 


tinem seama de condiţia probleniei. 


E m e P | | 
Ta LA — P iia ti = — 4, — LT I — 4, de unde Vi = — 9, 
"ms Ea sl, m —9 
m la, = —i, r =i 24 — 3 
E ES : 1 
nt -~ 3. t = S. ds p, Ta = on : 
ct A a i 

lim, 1, 5 t = l, 494 4 

le Mo. e 
m ="—8, Uy = T. == ep 2. al «d 


ti e 
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1 = 


a= PDf yp tf... E a da E miau RENE 1 + 
SP) PU) > = 22 — a 2 ale cărui rădăcini siut 7 


: . : 1 271 
m= 1; 1, ==, Tg = — — sau MAR Y = TQ, = 
hs 1. 
5 = 11 
n jar enr 
RON = riy18 =t- 18 
m= Y, Y = y, dy = 1 
. e. & 3 
m=2, At y =—l, Uy = —==* 
2 
' b i-o 10 
m = — 2, i == o To = e ta =. == 2 Sau In = —-—, 
l 3 3 
1 Dg xs 
Sw = Tr e eee A: ke = = 
1 PAS 


Notind Pla) = 3? + ax? + br 4- c, condiţia ca ecuaţia 
P(a) = 0 sá aibă o rădăcină dublă x, este ca | 


a4 aa? bx, oc — O şi 
da? 4-2ax,-4- b— 0 (x) 


sau combinația 3P(2,) —z, P'(x,) = ax? + 2bx, + 3c. —0- (xx)- 


Ecuațiile (x) si (xx) au rădăcina comună- ` 
ab — 9c - Es : PEE SEE I A T î 

= 25.57, e trebuie sá fie rădăcina dublă a lui P(x) = 0 
Gb — 2a* $ 


Condiţia ca P(x,) — 0 este - - 


(ab — 9c)? = 2(3b — a?) (b? — 6acy . 


“și cînd ea' este îndeplinită rădăcinile ecuației P(2) = 0 


sint 
ab—9, —_ Qüc— dab 


a, SEES Hag de ir nt 
6b—2a ` 3b — (? 


] 
B 
| 


[3 3 — 


Rădăcinile multiple ale ecuaţiei: P(a) =0 sint si rădăcini 
ale ecuaţiei P(x) = 0 deci sînt rădăcini ale ecuaţiei < P(x), 
P'(x) unde cu <P, Q> am-notat cel mai mare divizor 
comun al polinoamelor P şi Q. 

În cazul nostru P'(v) = 2(233 — 342 + Da — 4) si 


i YT 


e 
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Deci rădăcinile ecuaţiei P(x) = 0 vor fi 


M ri —1V7 l dar 
vi ex Uy == 5 3 Ug == 4 = AA 


A1. un wism— Uo == I. V3 ILL — 2, Ui == 5 
1 | 
48. i ERN rS y cm Y= — 
tiy FEE 
A49. Ui = To = — d. VS = m : 9 Uy 5 —— a 


50. Observăm că ecuația dată nu poate avea rădăcini multiple 
de ordin mai mare ca doi căci derivata intiia a polino- 
mului P(x) = 4 + 5r + 93? + 8x +a si derivata a doua 
nu au rădăcini comune. ud: E 

—7 t ilis 
3 


Rădăcinile derivatei a întiia sint 7, = — 2, Ta = 


E 
IA y A 
«Lg E SS = 297; sn 


Întrucît ecuația P(x) — 0 trebuie să aibă o rădăcină mul- 

tiplá aceasta lrebuie sá fie una din valorile $,,;.25 sau Ty. 

Întrucît se cere ca a sá fie real este necesar ca rüdácina 
— — 9 să fie rădăcină multiplă a lui P(x) — 6 deci 


ly = — 2 


p(—2)2a—4-0,a-—-r-4 şi 1, — 1 —-—2 
cU Loquo ie E Riad CRM 
T, = 5 j 2 Ly = o 9 - 1 
- 4 E e 175. 5 
21. d == 2, Ly = ta = 2 3 sau t= —, A = la ==> 
; Dem o; 27 3 
n 7 
3 3 à 


52. Ecualia se poate serie (z? +- x + a)(3? -- v t+ 1) si problema 
—1-ci/3 == 


dată are soluţiile a = 1, v, = la — 3 
—4-—iY3 
A" $81 
E * s a ra A t = L aU = E 
(x) A A D Ud 9 3 4 | 9 
234 
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Se gáseste cá ecualia datá se poate pune sub forma 
(22 + 2 — a)(z? — az + 1) — 0 


Pentru a răspunde problemei propuse avem următoarele 
posibilităţi: i 


. wv . wv i4 bod . bad . wv 1 
— primul factor să aibă o rădăcină dublă |« ext. r= 
0. ul i 403 272 dE 
"d dom Poe E 8 Jo. SERTE CIN 
al doilea factor sá aibá rádácina dublá L eR. = 
Coctm2petWBbo- cose ys 
= dp ==, La = 3 e UR o DES 
— cei doi factori să aibă o rădăcină comună L = — ], 
z og Er ur Lo =T We iS. Reamin- 
1 2 3 3: Eg 4 5 


tim condiţia ca ecuaţiile ax? + bz + €, — 0 si aa? + 
+ bax + c, = O0 sá aibă o rădăcină comună este (da — 
ie 50)? — (1b; — 42b,)(b,c, — b.c). 

Notăm rădăcinile a — 3r, a — r, a + r, a + 3r (ratia este 2r) 
si scriind relaţiile dintre rădăcini si coeficienţi găsim 


8 F 4 - s x 1 . V31 

4a = y (a? — r?) (à? — 91?)  — 5 care ne daur= z ṣi r= == 
s tesa - 1: 1 

Corespunzător primei soluţii avem z, = — —, t = 7. Uy= 


D. uos > 
= ], 2, = m= 52, n =8 
Notind rădăcinile cu a — 2r, a — r, a + r, a + 2r se găsesc 
soluţiile m = —5, n = 30, p— — 4, z, = 1 — 2 y, z,1—y3 
xy = 1, q= 1--y3, z —1 + 2V3 (ratia este V3). 


Cel mai mare divizor comun al celor două polinoame (aflat 
cu ajutorul algortimului lui Euclid) este chiar polinomul 


93? — 182? — x + 10 ale cărei rádácinisint 2, = l, 19 — > 


- 
w 


Cel. de-al doilea polinom are in plus rădăcina 2/4 = — 
; : - 8 
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Calculind f(v,) + (x) + f(14). si tinind seama de relaţiile 


dintre rădăcini si coeficienli găsim 


4 


3a2xa 9 v2 A- ato Z + vta -+ agti (174224123) 


f(x) + G3) + Ro) = şi d 


ada e 
a rzez + ada + ata? + 1203 + aT Tu + + 274 1 
ceea ce conduce la 
2092 $2 252 1 O(» i 2A L6 
2103 + rii t tirg + 224 v3 + 2%)43= 0, de unde 
, 1 
3a? — da + 1 = 0, d, — 1, da = — 
a 3 
În cazul a = 1 avem soluţiile 1, , = + i, x4 = 2 (inaccepta- 
bile). | v 
i 1 B. ED i P 
n cazul a = * solutiile sint date de ecuatia 
Ja3—223?-E2—6—0 


Dacă (z,, yj, Z1) este o solulie a sistemului, atunci si (— Tis 


— Yi, Za) este de asemenca soluţie. În virtutea condiției de 


unicitate trebuie ca z, = 0,. y, 0, :caz în care sistemul 
devine z — a, z — b, z? — 4 şi deci a — b — +2. 


de 


Cazul a — b — 2 conduce la sistemul 


care admite solutile 


(erm i emen 


A enm] 


deci nu convine problemei date. 


Cazul a — b 2 — 2 conduce la sistemul 
tyz + z= — 2 
gyz? +z = => 2 | 
2 a 3 / ^ Nes 
a y^ d 239-4 


` 


care admite in R, soluția e = 0, y — 0, sau 2 = 
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Fie a o valoare din cele ceruté. Pentru b=0 sistemul devine 


(3?2-1)^—1, a-d-a?y-1 si poate fi satisfăcut doar pentru a=0 si 

=1. Analizind separat aceste valori ale lui a constatăm că pentru 
a=0 sistemul e incompatibil. iar a=1 este unica valoare cu pro- 
pietățiie cerute. 


60. 


61. 


62, 


.$ 
Ms 


Condiţiile problemei, p? — 4q > 0, p — 0, q > 0 ne asigură 
că ecuaţia dată are rădăcini reale si deci LE are sens in R. 


Caleulàm mai întîi E,=Yx, + Vr, = y (ya, + Vm) = 
= Vo p+2V9. Apoi calculám : 
c. Xxx WEILE s E 
E = Va + Vas V + Va) = 
EEE YEAR RP 
m V—» 4-4 Va (Ya, + Vos) + 6 V = 
Af T O RE 
xi esi 4 Va /— -2yq -c6Vq 
Cel mai mare divizor comun al celor douá polinoame este 


qx? — 4x + 1, ale cărei rădăcini sint 2, = 2 + v3, Ta = 243: 
Rădăcinile comune ale celor două ecuaţii vor [i dj si Z,. 


Ecuația zi — x? — 122? -- 7r — 1 = 0 va mai avea în plus 


e 3x 2. —3 273 —3— V13 
„rădăcinile x} = PAS T,— B 


2 


Ecuația az? — 2a? — 7r 4-2 mai are în plus rădăcina 


Punind ecuaţia dată sub forma (2424 — 2023 — 6) + 6a?-- 11x 


se observă că limita superioară a rădăcinilor este l= 1. 


Calculind transformata în — x si  punind-o sub forma 


(24x4 4+- 20:33 — 11x — 6) + 6z? se constată cà limita 


inferioară a rădăcinilor este l = — 1. 
Se caută apoi rădăcinile rationale si se găseşte 


1 2 Vă ES 
2 9 4 2 


- == 


Întrucît. ecuația dată are coeficienţi întregi si rădăcina 
T, y2 + l y3, ea và mai avea si 1, = y2 =a iV3, Za = 
ES y2 +iV3, qa = —y3 — i V3. Celelalte rădăcini sint 


ts = —2--3y2, r= —2— 3 y2, 
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Notăm suma rădăcinilor ecuaţiei cu ^S și produsul cu P 


19 

Avem: À = — — 
6 

S = Y + ys = t EH $ -+= m’? = 3m 


SE Paca 
P=yY=09 34M) > 1 Vm? —4 (m? —1) + 
19 2 
Ho): 
Aici am presupus v, < t, şi atunci am Scris 
. ^ E 3 434.7. — 2 
Za — x, = Vr, + 2)? — dan, = ym? — 4 


Adunind linia intiia la celelalte două, apoi scázind linia a 
doua din a treia se poate scoate un factor 3:1? din determi- 
nantul care trebuie egalat cu zero. 

După aceasta repetind operaţiile efectuate asupra liniilor 
si cu coloanele se. mai scot în factor şi a -+ b, a+c şi 
b — c. Determinantul rămas după aceste două serii de ope- 
ralii succesive este ega: cu un polinom de gradul al doilea 
în z, deci ecuaţia dată va avea rădăcina triplă z=0 st 
în plus încă două rădăcini care se calculează din ecuati 
rămasă, de gradul al doilea. 


sin x 


Notăm (y2 +1) 5 — u $i observăm că V2—1 este 
¡ Ee a e feno 1 
inversul lui V2 + 1. Atunci u 4- — 


Uu 


= a sau u* —au+1=0 


De aici avem. de rezolvat ecuațiile : 


sin x j ; $ sin x j 
— 2 a+ Vaa4. Ni 2. a — y a? — 4 
(y2 4- 1) E E (VZ+ 1) MEE 


a este supus la condiția jaj >:2. 
Mai departe ecuaţiile se rezolvă prin logaritmare si asupra 
lui a se impun condiții noi, cum este de exemplu 


2 lg(a + Vata) a lg 2 
< 


< 1 sau 
lg(/ 2 + 1) 


— 1 s 


scrisă astfel 


/gd — 49 CN 
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(a) Condilia problemei se transcrie dacă linem seama de 
relaţiile dintre rădăcini şi coeficienti. 


VJe + 10—2= 3 ya — 2 


de unde rezultă mai intii condiţia a > 2 
Rezolvind ecuaţia prin mijloacele cunoscute se găseşte 


a = 6, valoare care verifică ecuaţia iraţională. 
(b) Ecuația pe care trebuie s-o rezolvăm este 
ză — br? +a —6—0 


si are rădăcinile 4, = 1,12 = 2, Ig = J. 
(c) Trebuie reprezentată grafic parabola y = x? — 5x + 6 


Utilizind algoritmele de obţinerea unor proporţii derivale 
dintr-o proporţie dată, ecuația de rezolvat se poale scrie 
sub forma: 


` 


(x — by te i i 
S = — care conduce la urmáte arele ecuatii 
(x — ay a 
z—b b aep. 
Xx — ada a t — (U a 
2ab 


a) Avem de demonstrat identitalea in o 


1 + sin 2x — cos 2z E ls 
— - 2 Sin g 
Sin «a + Cos x y 


Membrul sting se transformà identic 


1 — cos 2g + sin 2x 2 sin? a + 2 sin x cos x 9. ai 
Sil g + COS a sin a + cos g 


b) Avem de rezolvat ecuația 


(Sin & + cos «)! —— cos 2Za(sin «. cos «) 
E 2 


: - - = 2 sin « 
(sin «--cos )?— cos 2x 


ale cărei soluții sint a — kz -4- =, a= kz-4-Arctg 


> | 
e] 
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70. După operațiile de ordonare a ecuației se obține 


Cy 2(a — 1)z? — 3(a + 1): + a 4-2— 
d . .è ^ a + 2 " a — 2 
ale cărei soluţii: sint zb, ===: y = L———— 
a—i 2(a — 1) 


Pentru ca o rădăcină a acestei ecuaţii să fie strict mai mică 


ba L ` ; jy 1 
decit — este necesar si suficient ca (a — 1)P Pis 0 unde cu. 


P(x) am notat primul membru al ecuaţiei (x). 


71. Dupá calcule elementare gásim 
P(x) = 6r(r — 1)(r — 2) si deci ecuația Pa(1) = 0 are ră- 
dăcinile a= 0 m, -—L- Lo =2. 
Palo) 
(0—1—i y 3)" 


= — 1 


Ecuatia 


T e 1 3 ji 


oi +Y3 


- Trecind numerele complexe x — 1 +i y3 sub formă trigo- 
nometrică găsim 


e—=1+iy3= Va? —2r +4 (cos ọ +i sin e) 


unde 
Cos O E BREL qM sin O mE y 


ESSE VE FI 


cu aceasta ecuaţia noastră devine 


(cos o + isin on ani Ah 
| —— = cos 2n p+isin 2n o 2 cos z -- isin zc 
cos o — i sin o ) l 


deci 210 == (2k + 1)x deci p = 2k m 1 i l 


n 
| V3 
În plus avem tg ọ = piss b. de unde 
t — 
13 2k + 1 
Al =1g_—*w.k=0, 1 n— 1 
r—1 n 


iar de aici rezullá, 


r= Vă cip n AU 


: SEL en ud aa 
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Pentru ca ecualia dală să aibă o rădăcină mai mare ca 2 
trebuie ca (m — 15)P(2) < 0 adică me (15, 22). 
Pentru ca aceeaşi ecualie să aibă ambele radacini mai E 
ca 2 trebuie ca A' 20, S > 4, P > 4 adică m? + 7m — 10 > 
m m— 0 
>4 


> d, 


in — 15 m— p 
m € (15, 18). 


Pentru a demonstra proprietatea cerută trebuie să arătăm 
cá determinantul principal al sistemului, A, este diferit 
de zero in timp ce toli detetiminanri caracteristici A; sînt 
nuli. 

Calcule simple arată că A9 Şi Ag 20, i.— 1,2, 3, 4. 
Altfel fără a utilitza determinantii, putem arăta c 
proprietate prin calcule simple. 

Adunind toate ecuaţiile găsim 


ceea ce dà pentru m intervalul 


- 


(+) : £y + Tz + Tg X, — 0 


Scázind acum fiecare ecuaţie, pe rînd din relalia (+) obținem 
X, = 0, Ya = 0, xy = 0, Ty = O 


Notind x +- p u și finind seama de ecuaţia “y = 2 ob- 
ținem. = 


es E | 3i — 134% + 13u — 3 = 0: 
| 1 


ecuaţie care ne dă Uy 1,201 == + 


Pentru rezolvarea sistemului dat este necesar sá rezolvăm 

sistemele fundamentale 

a ENDE | îi c : | 

(a) z+y=l (bai pos (e) A 
YE Z == 

a) Discriminantul ecuaţiei este; j 


A = gm? + 20? — An + q + 8 şi acesla este la rindul 
lui pozitiv pentru a e (— V2, y2). 


b) Pentru satisfacerea inegalit&tii date între rădăcini trebuie 
ca m să satisigcá inecuaţia 


A EAS 


e gt 


> 0 
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Notind cu Py), Pato), P (x) respectiv trinoamele de sub 
radicali, observăm că Pg(2) — P,(2) — P,(x) —0 pentru orice x 
real. 

Din ecuaţia dată si din observaţia făcută rezultă: 


Pux)P Ar). gx) = 0 


Pentru ca toate rădăcinile ecuaţiei date să fie reale trebuie 
ca toli discriminantii celor trei trinoame să fie pozitivi sau 


. 52 
nuli ceea ce conduce la me [53992] 
Întrucît membrul stîng al ecuaţiei este întreg, atunci si 
2r— l = k; de aici z = ML fractia din stînga devine 
2k= 1 "o | 

m. a Și trebuie sá Tie intreagá. 

k 4-3 k43 
Pentru aceasta este necesar si suficient ca k + 3 = +Í 


sau k + 3 — +7, iar apoi rezultă si valorile lui z. 


Lă 


4. INECUATIL SI SISTEME DE INECUAȚII 


Mai întîi trebuie ca 74-320, z—-9>0, 5—r>0 
ceea ce este contradictoriu. Inecuatia nu are soluţie. 
Tinind seama că x? = |x|? inecuatia dată se mai poate scrie 
1 x2 +r 
(1 + z)(2 +1) -— ^ 
(| «| — 2X Ix] +1) 


. 24r . 4 i 
Pentru x > 0 ea se scrie m > — 3x si ne dà soluţia 


se(2. Jue, oo) 


| : : o l+au . a ANA 
Pentru x <0 inecuatia devine : < 3x si nu ne dá nici 
— X 


o solutie negativá. 


Inecuatia datá este echivalentă cu 


A ey 1 — V85 Sh (1 485 
427 0 care ne dă se 00, y [i sjuf] 
(x — 1)(2x — 3) i j ] 


6. 


17 — Ghid de pregátire la matematicá 


Mai întîi trebuie ca 13—22%>0 sau ze(— vis, yia) 
Dacă xz < 1 membrul din stînga este negativ si simplificind 


cu el gásim 
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11. 


12. 


13. 


14. 


deoarece baza logaritmului e subunitará. 


Inecuafia datá este echivalentá cu 


—2*1 £1 si obţinem pentru x intervalul x e [— 2, 3] 


V13 — a2 
deci tinind seama de condiţia v < 1 avem ze[— 2. 1] 
Dacă x > 1 simplificăm cu x — 1 si avem 
BN 1 care ne dá rel= o, — 2]U(3, co) 
y13 — a? 
deci soluţia inecuafiei dată este 


ze[— 2, 1JU(3, V13) 


i? — 8x 5 3&-—D5 SA 
Inecuatia datá este echivalentă . cu E i d MM 


E >0 
qt? — 5x4 r — 4 


care ne dă soluţia ze B 00, H U (4, 00) 


Mai intii trebuie să avem (z — 3)(2 — 2) > 0 adică x e (2, 3). 
În acest interval membrul drept este iti şi deci putem 
ridica inecuatia la patrat ajungînd la 1022 + 7z + 10 > 0 
si această inecuaţie este adevărată pentru orice r.. Deci 
soluţia problemei este x € [2, 3]. 

— 12x —1 


Inecuatia dată este echivalentă cui LAA > 0 ale 
(x + 3) 3z — 2) 


cărei soluţii sînt ze (-o,-3U (6 - — 37 tl y37, eo). 


Laecnata gala este echivalentă cu 


+1 
. v "di . v x? —- 
Inecuatia dată esté echivalentă cu : 


x . 
> l si aceasta 


1 


Igo(22 — 22) < —1saulog,(1?— 2z) > 1, adică 0 < a? — 2x < > 


sau 2? 


Mai intii DEC ca t > 0. Apoi logaritmăm inecuafia dată 
în baza 2 (baza fiind mai mare ca unu relaţia de ordine 
se păstrează). 


5 log, Vă. logar > 1 adică lgír > 4, adică mai departe 


ntt 


2 «log,r sau lgt < — 2, de unde x >4 sauO «v —« 


1 
e ; 1 
Mai intii trebuie ca z*— 4r — 5 — 0 adică re(— 90. 


— 1)UG, 00) si 22 [- 4z —5 5-1 adică x +2 + VIO. 
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Apoi inecuatia datá este echivalentá cu sistemele de ine- 
cuatii simultane 


0 < Vai —4x —5 «1 sau[(yz?—4x—55i 


Inecuatia datá este echivalentá cu 
dr — 4 


(x — 2)(3x — 2) 


lgsz -2 > 0 si impune condiţiile 3z — 2 > 0, 


x — 23-1, care în caz că-s satisfăcute ne conduc la sistemul 


de inecuatii simultane echivalent 


0 3921 „sau [3x—2>1 
5x —47 5x — 4 
ee < ¿APP a 
(x — 2)(3x — 2) (xz — 2)(3x — 2) 
Trecind toti logaritmii în -baza 3 obținem - 
2 + lgsx 


| (gj z)(1 + lg, x) E 
Notind lgx = u avem ue (—Y2, —1) U (0, V2) ceea ce, 
tinind seama că baza logaritmilor este supraunitará ne con- 
duce la x € [37V2, 31) U (1,3V2) 
Primele condiţii sint 2r — 5 > 0, 22 —5 # 1 si inecuatia 
datá este echivalentá cu inecuafiile simultane | 


HDi PLE ze 2x —5 1 
E + E E e sau. E + iE 1 


Inecuatia dată, dacă z > 0, y > 0, este echivalentă cu 
sistemul | 

O<r<l n s > 1 

A lg, (1) 1. 


Soluţiile celor două sisteme, deci soluția problemei este for- . 


mată din punctele aflate in partea hașurată a planului din 
figura 5.3. 


. a Y x - A , 
Condiţiile problemei sînt x 0; y 2 0, lgy = sia 
aceste condiţii inecuafia dată este echivalentă cu 


Dag lupu $1 
sau 


o «1g, (£] <1 My al 
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Fig. 5.3. 


20. 


(3, 


Solutiile problemei sint 


coordonate ale punctelor 
din domeniile hasurate în 
planul din figura 5.4. 
Calculind membrul sting 
gásim inegalitatea echiva- 
lentá. 


8— £) + (29 — y < E 
16 


a cáreisolutie in, numere 


intregi este x = 4. y =3 


(Pentru obținerea aces- 
tei soluţii scriem mai 
întîi  inegalitátile evi- 


i | | : - 
dente 13,8 — x| <=, |2,9 — zl $ ro de. unde rezultă 


soluţiile de mai sus).. 


Inecuatia dată este echivalentă cu (az + 1 — a?) (ax — a(1 — a)) 


«0. Membrul sting al inecuaţiei se anulează pentru 2, = 


— 


a? — 


1 . . È ww ~ d 
si 2, = 1— a. Considerăm două cazuri 
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99, 


a? — 1 


a): 


a 


e. 0? — 1 
<1 — a, adică ——— <-—1<1<l—a care dă 


p. 


; 1 5: 
soluția a € | — o, ————— 


a? — 1 " 
care dà 


a? — 1 Wwe 
b) 1—48 < , adică 1 — a < —1;«1 < 


a a 
soluția a € (2, oo). 
Discriminantul trinomului din membrul stîng este A = (a? 
+1)? > 0, V a, deci în principiu soluţiile trebuiesc căutate 
în afara rădăcinilor z, = a, t = — 2. Întrucît. intervalul 
a 
în care se află soluţia trebuie să se afle in intervalul [—-2, 2 


1 
este necesar ca a < 0. În aceste condiții avem t € (a —2] 


şi acest interval trebuie să fie cuprins in; [—2, 2], 


T" 1 WR 1 
adică —2 € a < — — < 2, ceca. ce ne da ae [= 2, m 
a l : e 
. . ` P : 4 
-s cos? ne — inecuatia dată se poate scrie — + 
Notind 4 u, inecuat p | s 


D 1 i 2 
mue 
+ 3-u < < 8 unde u > 0 si se obtin soluțiile ue R 2] care 


dacă ţinem seama de faptu cá functia nan este 


are ne dă pentru cos inegalitátile cos? t < 


2 


crescáto 


2 A a a « LI 
căci 4 VS "* >? g este WV pentru orice 2. De aici 


rezultă |cos g| < E sau ial > — TE m 

tatea “este echiv alentă cu 494 + 5.26 4-2 — 4 care 
aic ý “notează or — u se rezolvă in mod analog cu Jne- 
upá ce se | 


cuafia precedentá. 


Sets Hhivalentá: cu llas TRES 0 
Inecuatia datá este echiv f Bae V3a? + 1 
nasa este mai mare ca 1). 
; _. 4 í ma C þaza 
(am ţinut sea 
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4r —5 


26. Inecuatia dată este echivalentă cu dee o > Osisolu- 
^ HA — 2 
tiile se obțin din sistemul 
3*3." p 
es Ar — 5 
oe EA i A us 
x(x — 2) x(x —.2) 


27. Inecuatia dată se poate scrie (67 — 5) (527 — 6) — 0 care 
ne dá dupá ce se studiazá semnul fiecárui factor 
| [1860 ig 5 
relet, a 
lg 25 lg 6 
28. Tinind seama de proprietăţile logaritmilor putem serie 


E" x—1 
3 
r—1 A +1 +1 . Bo 
tins dis B MET ea] l = — lg lg 
81/2 181/3 A e a i2 193 EE $ PRO 
de unde inecuatia datá se scrie BEC 
18, jg, E < 0 si mai departe 
ET £t — | 
0 x1g, l1, de unde1 «93 23 i 
BUNC S a — 1 alto 70:3 
| . A a 3 — 22 d . ) v 
.29. În primul rînd trebuie ca lg, > 0 adică dacă 0 <a —1 
P M A — Xr . "fry 
ds : i 3—2 
Aea <1 iar dada > 1, — 1 
1—z i | 1—c 
In aceste conditii in ecuatia datá se ridicá la puterea a doua 
3— 
lga z «1 
—r 


Se analizează si aici separat cazurile a < 1 si a > 1 
Dacá a < 1 trebuie sá avem : 


3— 22 ; yc fos : x 
> a jar dacă a > 1 trebuie sá avem 


L4 


3—2x 


< A, 
lx 


1—x 


30. Inecuatia dată se poate scrie sub forma 


(22 — 3x + 1) (3 — 25) <o 


j 


? A S. 
şi are soluţiile ze Iz ; 1) U lg}, oo) 
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31. 


32... 


.- 


33 


36. 


Inecuatia datá este echivalentá cu 


| x? 4- 4x] +3 Ses] 
i?4-|[:—5] 


sau cu ja? -- de — 3? — |r + 5| 4+ 3 2 0 care după exa- 
minarea separatá a cazurilor të (od, —4), ze (A, 0) 
x e (0,5) si ze (5, oo) ne conduce la soluţiile 


se|- 1, AUR o| 


Inecuatia.- -datá este echivalentá cu 


lg»? tgx 77 3lg Aga — 4 < O - si " conduce. la — 1 n Ag. < 4 
ceea ce impune ca prima conditie tg-x—:0.. 4 

Aceste ultime inegalităţi se analizează separat pentru tg r «1 
si pentru ig a vs 1 

. Pentru tg. < 1 avem de rezolvat inecuatiile A tg x<i!i 
si tg! r <À. 

Pentru lg xv 1 avem de rezolvat inecuatiile. 


bu a tg x> lsi tg! > 
Inecuafia datá este echivalentá cu sistemul de inegalităţi 


Si tag I — 322. — 1 <0 
i-ai E q 3a? > 0 


Notăm ez = u (u > 0) si- avem de rezolvat iceuatia u? + 
+ 3ui— 4.< 0 cu soluţiile u € (0, 1) adică ze (—0, :0) 


Inecuatia dată éste echivalentă cu - 


qe < | cu soluţiile 2 e (—o, —1) 


XI ~ 


0 < 


. AA ? N 
Jnecuaţia este echivalentă cu sistemul i 


Q <3 <l r>l 
sau xr? —rt— 1 
r?-— a— 1 1 f ; S. > 1 
D Sp IT. 


14-5 pa 
care ne dau soluţiile x dog god | 
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3. 


PA 
mw 
LJ 


350 


5. STUDIUL POLINOAMELOR -. - 


Polinomul dat poate fi pus sub forma 

P(a) = (x? — 1)? [na + (n — 1) ge ii CEST T2r 4-1] 

Polinómvl dat se poate pune sub forma f z 

Pla) = (2 — 12 [(2n — 1) xn- — (2n — 2) r73 p... +4 
+ x? — t + 1]. 


Pentru demonstrarea divizibilitátii, atit. în această problemă 


Din a? + a -+ 1=0 rezultă «? = şi avem 
P(a) == pa + q2n*1 — an)? — q nt = (a”-- aent — any? M 
— qué = q4n32 — q+? = qué — qnt? —= 0 
Ca si in problema precedentá vom aráta cà P(a) = 0 unde 
œ -- a 4-12 0; (d? = 1). Avem 
Pa = [(1 + qi + a& -+ IP — d? —[(— q2yoni +- a? j- 
CH MP 1= (444 IP 120 


Ca si in problema (3) vom arăta cà P(a)=0 unde a? 4- a -- 15 


= 0 (d? = 1). Avem: 


P(a) —(1 4 a)8*1—(1 + q)6n*1 — (—a?) m+ (— q2)90*1 = — 


—a? --, a? .— 0 


Pentru a afla citul presupunem m n. Atunci P(x) = (1 + 
an [ (1 + py&m—n) 1 ] mM (1 -xjenti [(z? + 27 + 1)9(m7m — 


3(m—n) 
1] — (0 azi Y, Clas a) (424 Dem mr tat] = 
f :=0 


3íim—n)-—1 N 
== (1 rapa] y Cha da Um p imm | 
k=0 
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E i : Am) | 
= (] -+ oma] m Chus n) (a2 -- x + ])9m—n—k a a 


4- (3—1) (a3)m-n71.L. (33) n7? Pi? RE n| se] + INEA] + 


3(m—n)—1 


cbe 2) à. Clio (+ x PM gk 4 
m—n | | 


dE (2 sal) Y san 
k= 
De aici apare evident citul diviziunii. 


6.. Polinomul divizor poate fi pus sub forma Q(2) = (£ + 1) 
2 (r— 2) (x — 3) şi se verifică cu usurintá că P(—1) = PQ) = 
P(3) = 0, ceea ce demonstrează divizibilitatea lui P(x) 
cu Q(x) ` | IQ D NT 
7." Notind cu a? 4: px + (q codivizorul maxim avem identi- 
tatile 
P(x) = (4 px + q) + az? + bx + c) 
Q(z) = (+ px 4- q) (3? -- mx + n) 
 Egalind coeficienții din.cele două părţi ale identităţii ob- 
tinem sistemul de sapte ecuatii cu sapte necunoscute. 
QU .acpcl pd! .qe= 3 m+p=-—=3, 
n+gq+mp=1, np + mq = —1, qn= —6 
si. incá douà ecuatii pentru determinarea coeficientilor A 
Es a E ete 
pat bt q +.ap = —A 
c + bp + aq = —p 
8. Am arătat «in paragraful referitor la identități că 
(z + y +2 PPP PS AAN Qr -- 9 (3-3) 
astfel, că trebuie să arătăm cá P(x, y, z) este divizibil cu 
C'yugcug-zsgicuz-4 x Avem Pr, az) 2-1 — 
NL 4 qund — zi = () gi la (el P(x, y, =y) = Pi, yo 
Na á i 4 E PE 1 à FAM i i 


peu 
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9. Condiția necesară si suficientă este mín. Demonstrația 
se face cu ajutorul identităţii împărțirii. : 


10. R:(2?4- x 4- 2) 

11. R:(2r — 1»? (x 4- 1)? 

12, R: (x + 5) (x — 3)? | 
aga) - (A 4 ay «(8.8 - 


13. a) 


PUE 2 


NT 
= 2 cos — 
: 4 


Valorile pe care le ia -această expresie sint + si E y2 
b) Ecuația de rezolvat este edet Scriem. nume- 


rele complexe z+i si z —i sub forma trigonometricá . 


şi avem cos 2ng + i sin 2np = cos T mr i sin. x în care 


z k 1 Š 
cos Q = ————, sin ọ = ————, p= arc tg L. Solutia 


Vi +2 VI + 22 
ecuaţiei este ọ = Uk + 1) sau Zy = ctg E ¡Ok +07. 
| enr |. ?n | 2m: HS 


| 45 k= Ol: Ans, 
^€) Se observă imediat rezultatul cerut, 
d) expresia de transformat în produs se poate serie ` 


2 sin. Za] 
^^. 


sin ag sin? ag 


RA etg dk) M t ctg? > ag) = = 


MU Polinomul dat se scrie succesiv 
_P(a) — a? — a? — nx a*-! + na? = (x — a) (®t + aan 2 + 
+... ani — na?-1) 

Polinomul din paranteză se anúleazá pentru r= a deci 
|. . Se divide cu 2 — a şi atunci P(x) se divide cu (x — a). 
15. Notind expresia $ + y? + 22 + kxyz = P(x), pentru.a în- 
| deplini condiţia. de divizibilitate cerută este necesar si su- 
ficient ca P(—y — 2) = 0. Calculele ne dau 


292 f | . ; de i À 
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Gs. 


18. 


19. 


1... 


PAY —2) = — QJ -- zP + H 20 — k(g + zy gz = — 
— (k + 3)yz (y + 2) de unde rezultă condiţia k = —3. 
Polinomul divizor Q(z) = aj x? +r I= (t41) 


4-1) şi pentru à studia divizibilitatea lui P(x) cu Q(x) trebuie 


să calculám P(— 1), P(i), P(— i). Avem: oa 
P(—1)—0,P()—1-4i-i*-rLi?—0 P(—i)-—1-i- 
T i? + i = 0 deci P(x) e divizibil cu Q(z). , ) 


Dacă 24 + 1 e divizibil cu zx? + px + q, putem scrie x* + 1 = 


= (1? + pz 4- q) (2? + p'z + q') iar relaţiile: de. identificare | 


sint-p +p"=0, pp' +q +q — 0, pr 4- qp' — 0, qq — 1 
Soluţiile acestui sistem sint p'— E V2; q— 1, q'— 1, 
p' = F y2. E 
Întrucît 1, 2,, 2,,...tp sint rădăcinile polinomului P(z) = 
= 2— ].are loc identitatea. Pe 


zxjl4- zB... rqi1- (1— 29) (r — 25)... — Tn) 
Fácind ín această identitate x= 1 obţinem relaţia cerută 
Pernind: de la egalitatea 
zz "em „x; + 1 — 0 si punindu-le sub forma - 


n ida ! . ege gli vă ep en >: 
3G: —1-4-1F—0 i=1,2,...n, tragem concluzia că 
k=0 a 


numerele z; — 1 sint rădăcinile ecuaţiei. 


n 
du (24 1)*.— 0, de gradul n in x sau că | DE 
kso UU 7. LIÉ: id 


Tan N 
o AER t +: (xb 1 


= 0. pentru r=x¡+— 1 
Ping pae xai 9. pe Hu 


Mai departe fácind transformata in — a ecuatiei de mai sus 
Bl A2 ur SE: $i uc + Y. la de tt. Vl oT l A 


avem . l 
i Sn : n4-i ` Ă 
POM +1 pa 1 j a 
ja (Fb: n 
1 i zn 
E es iu j | 
p " ; E : 253 
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Dezvoltind ultima ecualie dupá pulerile lui x obtinem 


n l) n 
(n 4- Ia + p el o... sau 
x" ee Pr. „=0 si, utilizind relaţiile între rădăcini si 
coeticienti gásim 
r 1 n 


Din condițiile problemei’ avem identitatea 
Enp px +. Pnt + Pa = (0 — 1) (ade. (1 — La) 


Fácind z — i avem n (Po = 1) 


n 


Y px(— = (— 1)^ TT (i + 24) 
k=0 k=1 


Înmulţind aceste două egalitáti membru..cu membru aveai 
egalitatea cerută. GNU 

; Mc b , 5 i : 7 
Notăm 13 = y si avem sistemul de ecuafii 


y+pr+q=0 | 
y + pre+q=0 | s 
ale cărui soluţii sint z = II, y = PAPA pe care introdu- 
P—P. P— P , | 


cindu-le in substituţia inițială găsim condiţiile cerute sub forma 


(q — 4» = on — pin (P — pu. 


22. Scriem ecuaţia dată în forma echiv alentă 


254 


X^ 


, aga” 20x? | - dat k. f : 
pd. AA -= p*— (x= a nu poate fi rádás | 
(a + xp adc | a+ a : 


cină), de unde avem 


Diim enn 
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5 , a? 
Punind 


i = Y, obţinem prin substituție ecuaţia y? + 2ay — 
aa ` 


— p? = 0 cu rădăcinile y, = — a + Væ + p? sYa = — U— 


— q«a* + p? şi slutiile pentru z sînt 


Ya 


i Yi y? i y? 
ES + E d-dy, Vg = cu 3 "* -F ja 


Se observă cá y, > 0 si deci zz, < 0 adică avem 2 rădă- 
cini reale, o rădăcină pozitivă si una negativă. Pentru solu- 
tiile ce se obţin din yz observăm cá numai dacă y3 + 4ay, > 0 
ele sint reale și cum yz < 0, trebuie ca y, + 4ay < 0 adică 
—a — a? + p? +4 a. < 0 sau p? > 8a? - 


2 2 
Intrucit ây < 0 rezultă | Aor ya < 


ambele rădăcini proyenind din y; sint negative. - 
In concluzie dacă m > 8a?, toate rădăcinile sint reale, una 
din ele fiind pozitivă şi trei negative. 


ceea,ce ne arâtă că 


Ya 
2 


a). Relaţiile. dintre rădăcini şi coeficienţi şi relaţia dată ne 


dau : 
Tı + Ta + %3= —P, UL, t La + T3) = q Ty Tg 2 = —r 
deundez, = — CL iar x, si za rezultă din sistemulfunda- 
P ! à 
“mental. 
¿Ta + T3 = 1: p Vata = =: ` 
| A A i ti v4, 


— 


b) 1, = —P iar x, şi Y, rezultă din sistemul fundamental 
2 ' > " * ^ 


poc m 2r 
pf Case mai Od, — he 
: 
| 
n i 
, k 
R: SC) 
i-k 
vi 


R : (k — 2)CE-?-- n Ct71— KG 
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n 2n 


n 
96. Scriind (Y zt) (Y (— 121) = Y Arzt, obţinem prin iden- 
i=0 jz0 k=0 l 
tificare Ap= Y (1% 
k=i+j 
0sisn 
0Gj<n 
— LA 
Dacá k € n, Ax = Ltt ) 
"Dacă kn dy E O pentru k impar 
Ag = (— 1)" pentru k par. 
În concluzie Ay = 0 pentru orice k impar; dacă n este par toti 
coeficientii sint egali cu 1 iar dacá n este impar semnele coefi- 
cienfilor alterneazá, pástrind valoarea absolutá egalá cu 1. 
2n l n n | 
27. Notind Y, Arrë = [$ (i+ Di] [ Y; G + Iri, avem 
^ Ke (0 4-0 m | 
Ak — Y) (+DU+D= X (¿++ 
.¡4J=k i4-jzk | 
O«i«n 0c j«n 
Osjan 0<i En 


şi trebuie să analizăm două cazuri: kn si n<k Son. În primul 
caz indicele i va lua valorile 0, 1,...k iar valorile lui j vor 
fik, k—1...0, Atunci pe: 


: k 'k k A 
Ar= Y (e —D E ED) m EY i— Y P + (k + 1)? = 


6 


_ BE)  kK-ODOk-1) | qq pest DG E 2) 3) 
cce ccn c pO TUS Tr 


2 


În cazul n<k<2n notăm k — n 4- Kf undel Sk «nsi 
indicele i va lua valorile k', k' + 1,...n. Atunci 


aos Ape. (jii) E i0—0)-440- 
i+j=h Sk | 


e n n 
=k YN in L P 
¡=k—n i=k—n 


2n — k + 1) (42 + 2k + 2) 
CAIDA 


+ (+ 1DOn—k 4 1) = 


(k — n — 1k — n(2k—2n—1)  n(n-t DEN t 1) 
, "6 » 6 


+ 
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2 8. 


30. 


Conform teoremei lui  Bezont r; = P(rmj, r,-— P(z,), 


` rg P(a,) şi notind cu r(x) ax? + br -- c restul împărțirii 


polinomului P(x) la (x — 24) (x — 23) (x —23) avem ecuaţiile : 
r = ax? + br, + c 

Ty = ax? + br tè. 

fg = aÈ3 + bx, + € 

de uáde se vor determina necunoscutele à, b, e 


Considerám polinomul 


E ii (2 — xj) 
n A ce E A 
0(2) = Și Pai) — 5 — — P(a) 
FX s IH (xi CE Tr) z 
k=1 
ki 


unde P(x) este un polinom de grad stricat mai mic ca n— fz 


„ Observăm că gradul lui Q(x) este n — 1 şi că se anulează pentru 


oricare valoare z = ñ; i = 1, 2,...n. De aici rezultă că poli- 
nomul Q(x) este identic nul. Coeficientul termenului de grad 
a E, n` P(z) 
cel mai ifÁlt, adică n — 1, este y n si va trebui 
eds i21 1 (zi — Tx) | 


kl 5,575. 
să fie nul. . : | 
Mai intii observám cá suma din membrul drept este un 
polinom ọ(x) de gradul n ca si cel din membrul sting. Calcule 
simple ne dau : | Elo | 

q(0) = P(0  "* 


e(1) = P(0) + AP(0) 


Dacă AP(0) = P(1) — P(0, avem e()= P. ^ - 


p(2) = P(0) + 2AP(0) + A*P(0) 
Dacă A2P(0) ='AP(1) — AP(0) = P(2) — P(1) — P(D+P(0)= 
—P(2) TOP) E PO) rezultă p(2) = P(2. 
în general dacă AEP(0) = AFP() — Ak—(P)0) constatăm 
că q(k) = P(k), pentru k=1,...M At 
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31. 


În concluzie avem două polinoame g(r) si P(x) de gradul n 
care iau valori egale pentru n-- 1 valori ale variabilei. ceea 
ce demonstrează identitatea lor (Teoremă: Orice polinom 
de grad n care se anulează pentru n-+1 valori ale variabilei 
este identic nul). 


Relaţiile dintre rădăcini și coeficienţi ne dau 


Sy = 1,T2 + ia -+ 2,T, + Taty + Taty = — 18 
S¿= 2,9%, = — 175 . 


Între mărimile S,, Sy, Sa, S, avem identitățile 

S? = x} + 13 23 + x — 28, 

S2 = 08 + adr + (27 + 22) (23 + 23) + 2(8,8, — Sa). 
S = (25 + 09)3304 + airâ(73 + 13) + 2835, 


De aici notind u = x? + aj = x$ + xi, v = rj. v w= 3% 


avem 2u = 100 
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u? +v + w= 16 m — 26 
u(v + w) = m? — 6 300 
vw = 1752 


Introducind u = 50 si ecuaţia a doua in cea de-a treia se 


“obţin pentru m două valori m, = 200, m, = 600. 


Pentru m = 200 ecuaţia a treia şi a patra ne dau pentru 2,7, 
Și 41, Soluţiile * 


I 2,2, 25 05734 Tali == 7 

Dir = 2 may m7 

ceea ce nè dà soluţiile d. ud. Sad 5, 34 1 2 = 7 
| ay- i = 9. t= pa 


, 


si toate combinaţiile ce se obțin cu: ele. 
In cazul m — 600 ecuatia se rezolvà in mod analog: 
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b) Pentru ecuaţia ce se cere a fi construilá avem 


c | 1 1 1 Etta 4- riat, d- rar, b rror 
e } t i29 Spb. + 1,Tgl T Tott $e 
d, m—— dee EE pi E A A AA a 
T X, Ya e TOIT ; 
l 2 3 4 CTE 5, 
a d 1 1 1 4 5 
2 ZI ——— d — -- = : 
TY. E Tity yTy TOT, S, 
a "o. 1 1 1 S 
AT d 
y = —— pa $ =^ 
2¡T¿Tg TtT Zi Tat4 E P Sa 
S 1 
4 = — 
S4 


6. PROBLEME REFERITOARE LA NUMERE, 
| ANALIZA COMBINATORIE ^ ~ - 


Ridieind membrul drept.la puterea a treia avem 
E? = 18 + 3 3/81 — 80 E. de unde 
E? — 3E — 18 = 0 care ne dă soluţia E = 3 


Formind patrate perfecte in care doi din cei trei termeni sá 
constituie patratele, jar al treilea termenul mixt (dublul produ- 
sului primelor doi) găsim pentru x trei valori din condiţia ca E 
să fie patrat perfect si anume x, = 3 620, x, = 910 z, = — 
— 1 766. | 

Procedind in mod analog cu problema precedentá gásim 
soluţia a = 1 972 (celelalte valori ale lui r pentru care E 
este patrat perfect sint 514 si 1 947). 


Avem evident (V2 — 1) (2 + 1) =1 
(Vg — 1) = (1/2)" — cay = YA —/B 
(VZ) = (2^ + Gy. — A+ YB 
unde A se obţine introducind sub radicali coeficientul de pe 
lîngă y2 (in cazul n impar) sau seriindu-1 ca rădăcina pătrată 


dintr-un număr întreg la patrat (cazul n par) si B se obţine 
la fel cu A. 


"Un 
- 


Înmulţind cele două egalilàli lermen cu termen obţinem 


A — B = l, de unde rezultatul cerut 


18 — Ghid de pregătire la matematicá |. 259 


p € 


Hua AN 
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Considerăm ecuaţia x? — 1, cu rădăcinile 1, e, e? 


(2+e41=0, e? — 1) şi înlocuind aceste rădăcini in dez- 


voltarea binomialá (1 + x)". obținem: 
E Că CU CB 2e 08 OMR 
(xx) (L+ e)” = C9 e Cl +e? C2 + e303 +. 
(xxx) (1 + e3)” — CB -E eC) + efC2 + eC H. 
Se poate verifica uşor cá 
O dacă k #0 (mod 2) 


B el da ¿2 i 
3 or Tm 


 Adunàm relaţiile binomiale de mai sus şi obținem 


AR unus Dn + e)? + (1 + e2)] 


wr V D mui Um mie o E RE SN EE 
Știm că e = cos 4. + [sin — si calculám uşor cál+e=cos + : 


. í r d n 
. . T i 4 S . . Tr ` i 
+i sin za T -+ e? = cos CN sin v cu acestea - 


sr pee cos 51 RE 


-© Pentru calculul lui Sy. inmultim (xx) cu E si s (xxx) 


cu e si adunind din nou pere obtinem 
E = QE "d Los n" pen E 4:2 604 LTN LE | 


Se procedează în mod “analog cu problema precedentá. Se 
porneste de la ecuaţia z* — 1 = 0 cu rădăcinile l, —1,i, — i 
si se introduc în dezvoltarea (1 j^ a) 

În final se obţin | 


V 
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10. 
11. 


12, 


 Folosim identitatea lgyN = 


di Esc qi 


cu. care suma devine 


lgy k 
1975 1975 A 
p lg gyk == Igy (1975 1) = 1 " 
T im 
ke=2 


Scriind logaritmii in baza 2 avem 


18,554 = Ut = a, de unde 1g,3 — fec si 
lg iba E 0o dm 


24-10 3 — 4a-5 


1 ij3- m sii sy i F- PAH 


. ho M TEN af. X ră ace a , 
1 + cos x +i sin g= 2 cos Z cos ou sin 3 
| ZE dag aaa et pă eR fes: Ne ta 
1 — eos a + i sina = 2 sin = [cos EA sin a 


14-sin a +1 cos a=2 cos: (2 — 5)[0s (HH 


4 
. T s 
+1 sin (FE) | 
R:x=—1y=l pentru care 7, — 72i, ža = 4 
Ll, A1 Y T VI. ur 
=Y3 18 Ja =+/2 lu =-—Y2 


a proprietatea prin duo completă 
11% 4 123 = 28. 133 Acid că CN EN 


kepio. VIP E 12290 = 133 M 
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kc pudo 112P+3 4 122042 = 11.133 M — 122P+1) + 
+ 1223 — 11.133 M + 12P+(192 — 11) = 
= 133(11 M + 12P+1), 


13. Demonstralia se face in același mod ca si in problema pre- 
cedentá 


14. E = 6.5M + 52n-i Lite 6 -(52)1.521 J- p2n-i — 6(4 -31 + 1)". 
¿52n -- 52n-1 = 6.52n +. 52n—] (mod 31) eS 31 .52n-—] = 0 
(mod 31). | 

15. Se scrie mai întii în baza 10 numărul dat in baza 3 obtinin- 
du-se 0,375 si apoi se scrie in baza 2 obtinindu-se 0,011. 


„16. Numărul 13 se scrie 111 in baza 3. Inmultindu-1 cu el însuşi 
observám cá 


13 — (111), are ultimele trei cifre 111 
132 = (1112), are ultimele trei cifre 021 
133 = (11110), are ultimele trei cifre 101- 


Ig" = (11 1102), are ultimele trei cifre 021 


Numărul 101 = 3*K + 2 si deci ultimele cifre ale lui 131% 
vor fi aceleaşi ca, si ultimele trei cifre ale lui 1311, adică 021. 


17. Pornim de la identitatea cunoscută (suma combinárilor impare) 


Cin + Cnt .. 1+ CM! = 221, pe care o scriem 


N b 
(2n)! , (2n)! ; (2n)! Ed Don! 
11(2nN!* 32n — 3)! (2n — 1)!* 1! 


Impártind.egalitatea astfel obtinutà cu (2n) ! obtinem rezul- 
tatul cerut, > s 


18. În cazul general sint 33 — 27 obiecte diferite. 
a) În cazul complet simetrie dăm lui i valoarea 1 si avem 6 
obiecte diferite (a,,,, 4,15 4113, 4199 193» 0,33), apoi valoarea 
2 şi mai obținem (d5,,, d,4, Casa) si în sfirsit valoarea 3 
care ne mai dá pe ass, deci în total 10 obiecte diferite. 


/ 
b. În cazul complet antisimetrice orice obiect cu cel puţin 
doi indici egali este nul deci rămîn diferiţi de zero doar 
șase obiecte, două cite două opuse şi cite trei egale. Orice 
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obiect anlisimetric cu trei indici se poate pune sub forma 
app = A ey unde 


i grupului (1, 2, 3) 
e iK ee E u . . .j? s k - 
j — |] dacă indicii á 5 impară,, (E, 2; 3) 
O dacă doi indici oarecari sint egali. 


| | dacă indicii (i, j, k) sînt permutare pará a 


R : 21 


R : Există 6 obiecte diferite între ele si 18 diferite de zero. 
Sá descompunem identic fractia | , 
AM e EM A | Er : An 
(2 + 1) (c 4-2)... (x 4- n) zd 142: v. xh 


Pentru determinarea  constantelor . Ar procedám astfel: 
Inmultim identitatea (x) cu x + k si in identitatea rezultatà 
facem x = — k. În partea dreaptá rămîne doar A, ceea ce 
dă 


3 pij ken! y 2x 
A a ES — 1 k l; — — = 1 k—1 El k 
" ( k! (n — K)! ( 2 


4 
Deci avem identitatea 


A ie nl Jyol_*tnr kek 
(XX) — F e t D.E F n) = 2 7 ak 


Fácind în (xx) x = 1 obţinem relaţia cerută. _ 


Din dezvoltarea lui, G+” obținem identitatea (x +1)"— 
` n 


— a = Y Char în care punind x+ 1 in loc de z avem 
k=1 


l 1 no. : A 
+ 2)m — (x JE: 1)" — Y Cka E 1)0k 
| k=1 
Scázind aceste douá identitáti obtinem 
(x + 299 2(x + 1)” + pen — Dan? + pan +... 


În mod analog obținem 


(x + 3)^ — Su + 2)" + 3x + 1 — a" — n(n — Dn — Yara 
+ patito... AS 

Prin inducție obtincin in general | 

| 263 
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My (cA CE (x -m —k)"= A a man Ljos | zm-h-i c.i 


"Pu 
e 


Dacă m = n avem evident 


xc 1)* Ck(a + m — k)! « n! 


Dacă j mn 


m-—1 


ED Che + m— =0 


Punind ín aceste identitàti T= Qe obțin relațiile 


` 


93. Pornim de la relația cunoscută 


gu HEAD s 


CES du 
— — de unde avem 
> O 2 2 


.2 Cl = k? — k şi mai departe 
l n n 
2 Cf = 2 Y k 


n 
k=2 k=2 «k=2 . 


de ELE rezultá imediat relaţia cerută 


24. Pornim de la relatia dintre media aritmetică si cea geometrică 


cerute 


. 1 de 
— d; > II Q4 
S i=1 
i=1 
în care facem d = dg =. . Am = d, Amy = naa => . «Um 
=b si amn+ = ALTRE: ... =ü; =c şi obţinem 
| | NM 
(x) E A ox Ya? dn c» 
e m+n+p | 
Aplicind incá de douá ori aceastá inegalitate avem, 
S 
xx) . ds na + pb + me 
4 cia A > y a? b? cm 
em i a+ mb+ nc : pa 
(xxx) PAM ne > Ya? pm c? 
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25. 


26. 


| 8) Observind cà 


Adunind cele trei relaţii (x), (xx) si (xxx) obținem- relaţia 
cerută. 


Mai întîi avem p 4- q= | 
Calculám membrul drept 


n n n 
npq — d (p; — p)? = np(1 — p) — à; Pill — pi) + 2p à — 
= L= => 


Il. n 
— np? = np — np? — np + D piqi + 2np? — np? = 3, Piti- 
q= 1 ES 


Punind 1/2 = u avem de demonstrat după ridicarea relaţiei 
date la puterea a treia, 
(1 — u + uy? = 9(u — 1). 

Calculind membrul stîng obţinem 
1-—27-4-——3u(l — u) — 6u(u — 1) + 3uX(1 + u?) — 12 

= — 9 + 6u + 3u* = 9(u — 1). 
Ridicind egalitatea dată la puterea a zecea si punind V2—u 
(u5 = 2, uê = 2u, u8 = 2483, ul? = 4) avem de demonstrat: 
(1 +) = 5(1 T u Es u)? Calcule simple ne dau: 
(1 + u?) — 1 + 5u? + 10u* + 10u9 + 5u? + ul? ra +4u 
+u? + 2u3 + 2u*). 
(1 +u+u?=1 did decir 1 + 4u 
+ u? + 2u3 + 2u* 
de unde rezultá relatia cerutá 


it] aita, cat 


si calcu- 


lind pe Un + Un— rezultă imediat relaţia cerută 


a (ol 


: E y2n-2 1—V3 n « 
ua =+) +| TE) —2(- 1) Jadunina 


avem 
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0. au E es Li di L ad 
id Ig x MA lgx 01%. > «Un Ut lad, + 1870) + «+ Ura a 
e 1 
ZUE RM | 


30. Din condiţiile problemei (a, = b,) (a, = b,) reiese cà q = 1 + 
+ — > 1 under si q sint respectiv rațiile -progresilor arit- 
a 
metice si geometrice. Ar" | 
Trebuie să demonstrăm cá a,q?.> a, + nr. Calcule simple ne 
dau aq? — a, — nr = afi m] — a,— nd = afi +n — + 


a, aj 


: : Eo r2 T > 9 1? 
| CR] Cm. 


N 
© 


ceea ce demonstrează proprietatea cerută. 


: ar 5 A 
31. Rădăcina. ecuaţiei exponenfiale este x = 7. 
Pentru determinarea termenului independent de: y din dez- 
voltarea binomialá punem binomul dat sub forma echiva- 


lentá [Vy — ai si găsim că rangul căutat este k =_5. 


Vy 
„Pentru rezolvarea problemei propuse trebuiesc găsite. solu- 


tiile pozitive ale sistemului. -- 
| “aa, + 3r) — 7 | 
(a +r)? + (ai 


care ne dá da, = 1, r= 2 si deci numerele căutate sînt 1, 
D D, 7, EN | 


n 


n n` 
EI + k 4-1) Ñ k(k +41} — Y kk = 
1 : k=1 k=1 


o k= 


32, 8, = 


= Ba++ Y 113 ain 5d Ed) d 
= l k=1 


4 
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Pentru calculul lui S, observăm mai intíi cà pentru orice k e N. 


1 l k 


Nl (k + 1)! S (ke 1)! 


Scriind această relaţie pentru k = 1,2,...n și adunind obţinem 


1 1 1 
o o 3! 
1 1 2 


e ned... n 


— — — = 


n! (n+l (ar 


n - 
So = ) ere m IA 1 
| -(k + 1) (n + 1)! 
i k=1 . 


| M k—p 4 : iat 
33. a) Știm că aha + a} = al(q + 14. P în- orice progresie 
geometrică şi atunci | 


n > 1 | 1 n 1 


Sn = e 2 — — 
f » ag Hak aD d 1) pr qE=DP 
n ; 1 1 n 1 


Li —— — 
"P y | k—1)p 
&— X woo 44-10 ,2, 4) 


add 
Sa dh(q-F1)' q—i 
Ry = 22 = LL 1 
Sn > 1 q+1 
a(q— 1) | 


De altfel se pot afla Sn și Sí în funcţie de n. De exemplu 


S ! q qh—1 
SP dU D. PA quP 
2 4 " sd " 
b "n WEIN E 2. Această ecuaţie ne dă q = 2 
) IQ 17 


(tp2 Y Un+2 | 
| (Tinem seama că "progresia este de termeni pozitivi şi că 

i seam: | tiv 
este crescătoare). 


/ e i a O 


2 


CE Scanned with OKEN Scanner 


j 


> | qP 
c) lim Sa — —À——— ——— 
sara E aP( + 1) (gP — 1) 
R DRM gon v L4 
d) Întrucît Ry nu depinde de p limita cerută este 2 A 
| | q 


7. STRUCTURI ALGEBRICE. ALGEBRA LINIARĂ 


1. 


9 


de 


d. 


1 


Avem pe de o parte (a+b) = (axb)s(axb) = as(b«a)sb iar 
pe de altă parte a?+b? = (axa)+(bxb) = ax(axb)xb. Întrucît. 
aceste două expresii sînt egale rezultă că l 
b«a == axb deci grupul e comutativ. 


Primul termen al relației de condiție se scrie as(bxay?«b 
iar al doilea termen se scrie a?+(axb)*b? si in general din ega- 
litatea lor nu rejese comutativitatea grupului, 


UA 


Multimea Z? înzestrată cu operaţia « este izomorfá cu mul- 
timea numerelor complexe deci formează grup. comutativ 
față de această operaţie [elementul neutru este (0, 0)]. 


Se verifică de asemeni cu uşurinţă că Z? este grup comutativ 


şi faţă de operaţia O, însă fără element unitate. 
Pentru verificarea distributivitálii avem ` 


— (a. b) olas. daia d) = (s. Di) Olas + dy dy + b3) = 


. = (4, (da + 4g),0 


(a. b,)0(4, b,)«(a,b,) O(a, b3) = (4,0), 0)+(a;a3, 0) = 


4. 


268 


= (l + 4,4, 0) = (a, (4, + az), 0). 


Pentru a arăta că M = ([0], [3], [6]. [9]? formează un subinel 
al lui Z/q2) trebuie sá arătăm că adunarea si înmulţirea sint 
legi interne si că mulţimea noastră contine elemente neutre. 


~ 


, 


(97| -| pr | 131] rel | 19 


— |] >” ——— 


[6] 


—— 


MOR 101] to] | (oy | [0] | [0] 
B por 0] | 191 tor | r tor | [91 | [6] | 31. 
(6]| t0] | 19) | t0] | 181 | 161! [0] | 16] | 10] | 16) 


—— | ——P—À | —Ó 
— — | ——— | —— 


[9| (91 | [0] 1 I3] | [6] |. 191) [0] ! [31 | I6] | [9] 


Îl 


[0] | [3] 


aoee ——— — 


= > D—M—M—— 


£ [0] | [3] 
.[9]| to]! [0] | [0] | [0] | [0] 


——— —À —— —— —————— ———— q 
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11. 
12, 


Proprietatea de lege interná si apartenenţa elementelor 
neutre se observá imediat din tabele. 


Notind cu [k]; elementele lui ZI (4) si cu [k]yy elementele subi- 


nelului studiat din Zl (12), izomortismul de la Z/(4) la M este 


următorul | 
[0],4-—-—[0]5; 
[1]14-——l[9]» 
[217 ——1[6]ar 
(3L,—>[3] 3 


Se caută soluţiile ecuaţiei P(a) = 23 + 22? $ 3x Y 2 (bine- 


înţeles in Z/(5) si după ce se găseşte x — [4] se descompune 
P(x) în forma 


| LE 
02) = (E+ 1) (x 4- 4) MS 


s: Tinind seama de rezultatele de la problemele (5) si (6) si de : 


faptul dá R(x) = 2(1 + 4) E + 1), cel mai mare divizor 
căutat este D(x) = x + 1. 


Polinomul P(x) = z? + xz 4- 1 este prim in ze) si in Z/(5) 
iar in Z/ (3) P(x) = (z + 2). 


Polinomul P(x) = a? +x + 1 este prim in Z/(2) si zi Íts) in 
timp ce in Z/(11) se descompune in forma 


| Pla) = (E+ 9) G* $ 2r +5) 
R:x=[1, y = [4] 


R:x= [1], y = [2], z = [3]. Se isis metoda reduceriiz 


- 


Pentru a verifica proprietatea de lege internă a adunării 
observăm că M. F(x) e [f(x)] este de forma F(x) = h(x) s(z) + 
+ f(x) si analog AG(x) e [g(x)] este de forma G(x) = = h(x) 
s(x) + g(x) cu hi(2), ha(2) e Cl]. 

Atunci F(x) + G( x) = [1 (2) + h (0) ]s(a) + [(2) + a) deci 
tinind seama că hy(u) + h,(x) e C[z] avem 


F(a) + GG) e If) + g(a) 


Elementul neutru faţă de adunare notat cu [0] îl constituie 
clasa polinoamelor de forma h(x) s(x) cu R(x) < CQ). 
Elementul invers al lui [f(2)] este Ear 


| AOS 
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Pentru a verifica proprietatea de lege internă faţă de inmul- 
tire avem F(x) G(x) = [h (x). Ax) sa) + hy (2)g(x) + h(x) 
[(0) sta) + fG) ga). 

Elementul neutru fatá de inmultire (elementul unitate este 
e(x) — [1] formatá din polinoamele de forma h(x) s(u) + k 
unde k este polinomul constant. 

Celelalte axiome (proprietáti care caracterizeazá structura 
de inel) se verifică destul de ușor. 


Mai întîi se arată că în cit A, nu existá divi izori ai lui zero 
adică relaţia 


[f()) [9(2)] = [0] implică [f(x)] = [0] sau [g(2)] = [0]. 


Cu alte cuvinte trebuie să arătăm că egalitatea 


[h (x£) s(2)+f(2)] [ha(x) s(x) +9(2)1= ho) s(x), implică fie f(1)= 


= h(x) sa), fie g g(x) = hala) s(a), fapt evident dacă ţinem 
seama că primul membru trebuie să fie divizibil cu s(a) Si 
deci produsul f(x) g(x) trebuie să fie divizibil cu u s(2); de unde 


fie f(x) fie g(x) este divizibil cu s(x). 


În cazul cá s(x) n-ar fi prim ar exista factorii lui care n-ar fi 
divizibili cu s(x) în timp ce produsul lor ar fi divizibil cu 
s(1). 

Existenta elementului n este asiguratá de teorema din 
algebra divizibilităţii. Dacă f(x) si s(x) sint prime íntre ele 
atunci există. două polinoame f (2) si h(x)- care satisfac 
identitatea f(x) f !(x) + Mx) s(x) = k. 

Observăm cá a? + 1 e un polinom prim in R[x] si deci clasele 
de echivalență mod (2? + 1) formează corp. 


Orice polinom P(x)e R[x] este congruent cu un singur 
polinom, de forma a + bx (mod (2? + 1), a, be R. Deci 


` elementele corpului claselor de, resturi mod (a? -+ 1) sint 


clasele de echivalență de forma [a + bx] = fa] + [^] [2]. 
Punem [z] =j, a= [a], b = [b]. Elementele corpului se 
exprimă univoc în forma a + bj, a, b, € R. 

Operatiile din acest corp sint 


(A) (a + bj) + (c + dj) — a+ c 4- (b+ d)j (lege iei) 
(M) (a + bj)-(c + dj) = ac + (ad + boj + bdj? 


Întrucît [224 1] = 0, avem ¡-+1=0, deci j?— — I. 
de unde rezultă imediat cà R[x]/(x? -H 1) e izomorf cu C. 


izomorfisnul celor două corpuri fiind a + bj «-—— a + bi. 
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a) Se verifică toate axiomele structurii de inel fără dificultăţi 
principiale. Unitatea inelului este elementul v iar elementul 
zero este elementul u. 


b) —u = uU, —vu-uUuU — W = W, —1-— l, deci fiecare ele- 
ment este egal cu opusul lui. 


16. P(u)= v,P(6) = 1, P(w) =1, P() = v 
17. Prima dată rezultă vr? = w, apoi-z? — Í, de unde x= 


15. 


18. Notind elementele lui F cu f, g/h, . + avem 


+ b, ll (E + ba )- (a, do + b,05)z + ä;b + bide ER 


az 
Lon ee | 
cz — d; Caz + d, (ac, + caz + boc, + did, 


Se verifică ușor că legea de compunere e asociativă. Elementul 


az + b 
neutru la compunere este z. Elementul invers al lui ESE 
e. e cz ( 
dz — b 
este r 
—cz-4-a 
19. Se verifică pentru E structura de corp comutativ 
20. Notàm pt e. 
Ly La. La, 
> j E -1 EE ER. Lio Loo "n Ina 
t PET — —— À 


dtL [oo . 
Lin Lon . . Lan 

unde Lj; sint complementii algebrici ai elementelor [;; din 
matricea L. 

Avem 


4 


n n S n 
y Lit Y, litis ... Y li tin , 
i=1 i-1. ¡=1 i | 


N 


n no. n 
LA br Îi di Y laitis e. y l;ictin 
i-1 i21 ` i—1 


. . . * . . LJ . . * LJ LJ 


n n n 
Y lnii » lnidja (x Y lnidin 
i=l i=1 i-1 


de tds S(B) e rn Dias + + Lag » ar í xv 


< j=l 
/ 
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/21. 
/ 


n i că n | n í 
Lan Y [tin + Lo 2i lii, Sie Las 2 loss + 
i=1 f= i= 


n A n n ' 
«E Lon Ai lidia +- HE Lm > Inda + Lina 2 Iiis +. . 


et Lan Dn A SET piu y lj La, de 52 ligLi, + 


i=1 


m Y sen t S. A li Lis + 


B pa Y lata Y Ano » llas + | 


V Qin y ls; T dan $ lalo - i d Ann X lis = 


— (ay del L + as det L +... am det L) = S(A) 
e pa À Q 


. Întrucît 
n * c? 
| dacă j = k 
2 llar = Lo 
0 dacă j 4 k 
Eliminipd cu ajutorul primei ecuafii E Beg ARES 25 din 
sistem obţinem 
(23$ — 4x, + 22, + 6x, = 1 
Ta + T3 — T, + 27; = 1 
1 Sz, — 6, --.3z,-- 924 A 4-2 * 
Apoi cu prima ecuaţie a noului sistem Lj eliminám pe Ze şi 
„obținem 3x3 — 2x, — T; = I 
— 
; Dacá A A -> sistemul e incompatibil. Dacă à = —— siste- 
^ | - 
mul e nedeterminat si are soluţiile 7, = 2 + 4m — 3 n, 
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22. Din BM = MB obţinem 

| ar -|- YY = art + Bz 
pr + òy = ay + pl 
az + yl = yx + 8 


de unde | | 


ES TEL 
(3) (e — Dg 
(a — 3) = (2 — y 
Cum B 0, ecuatia y = kB defineşte pe k si putem pune 
cm lobe ka.) | | 
Termenii x, y, z si f se exprimă prin parametrii NR 
33. Se verifică fără dificultăţi toate axiomele structurii de inel 


sau se arată că mulţimea M a matricelor B este subinel al 
inelului de matrici de dimensiune 2. Pentru aceasta se arată 


că B e 8t, B'e8t— B — B'e şi BB' eM. | 


24. Determinantul principal este , 
` (OA = (a + 3) (a — 1 si atunci: 
I dacă a 4x — 3, a #1, sistemul este compatibil iar 
- soluţiile sint. > TD E 
tat?  _ 1—a—d dai 
t = — A == ————— BN > 
a t3 P i a4-3 j > q--3 
, TA a + 24? i: 2a +1 
JJ) dacă a — — 3 sistemul este incompatibil ^ . wi 
IIJ) dacă a= 1 sistemul este compatibil nedeterminat 
avînd soluția x = 1 — m —n — p, y= m, z =n, i= p 
a) Mulțimea Y nu e vidă fiindcă 11 conține pe e. si este închisă 


to 
e 


pentru legea de compozifie a lui x, cáci dacá &si y 
sint simetricele lui 7 si y atunci | 
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f 


(y ixi) (xy) = y (em) = y ey = e 
(eyy iz) eyy ia = rez m e a 
Legea de compoziţie din X induce o lege de compoziţie 
internă pe Y iar axiomele grupului sint satisfăcute. 
b) Dacă x si y comută cu a, avem | 
(xy)a = a(ya) = x(ay) —(va)y = (ax)y = a(xy) 
adică zy comutá cu a, deci mulțimea A este inchisă si 
A x 0 căci are cel puţin un element (pe e). 


R : n(n — 1) 


(n—1) . Ye a 
Pus dd 1Inversiuni 


R:(n,(n—1).. RR 1) cu 
Izomorfismul cáutat este dat de aplicaţia A: (M, 0) > (U,.) 
(unde (U) este grupul multiplicativ al rádácinilor cubice ale 


unităţii), definită prin A(fj) = 1, (fa) = MM 


Mf) ZA | 
10 as 12 104. "ag 
Fie X,=|—a,1 EUH Xa = [—4, 1 -å şi avem 
00 I! l 0 0. 1 
| 1 0 d, + ds 
X¡X2 = || — (ái as): el (n T 2» lle M 
1-70 o 1 : 
ȘI i 
i 0 ^—d 
Xi=l|a 1 4 e M, deci M este subgrup 
0 0 l ' 


al grupului multiplicativ al tuturor matricilor nesingulare 
de ordinul trei. Apficatia f: (R, ,) — (M,.) definită prin 
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c) MM É ; 
: | 
: 1 0 k 
| | : K? i 
f(k) =|| — k 1 aur este izomorfism 
i coit 


Magnae mrt TR. A + 


30. Se verifică axiomele structurii de grup utilizînd faptul cà . 


G, si G sint grupuri. 


31. Mai întîi observăm că M este subgrup al grupului multipli- 


cativ al matricelor de ordinul doi peste Q. Apoi se verifică 
direct cà Q(J3) este grup multiplicativ. 
Aplicația f: (Q(/3)) > (M,.) definită de 


e a 
+d- |, 


pentru Y a + bya e Q (3) este un izo- 


. morfism. 


.$. PROBLEME DE CONCURS | - 


a) Relatiile dintre rădăcini: şi coeficienţi se scrie dacă se 
tine seama de condiţia z, = x, sub formå 
a? + 2x (t3 + 24) ^ Pola = A 
2r,rgr, + TIT + 24) = 2 
Titta = 1 


4j 


Eliminind 23%, si za + t, intre relaţiile a intiia a treia şi 
a patra, se obţine: 


Foro Odra bp Gib 
Cum Tı $ lx — avem două cazuri posibile 
e ; 1+1 ESA 
L t= r= AA si atunci fy m SEHE: 
VE a e i tS 
) II. PT — Ta == Ad TER si atunci X. = Ta = 144/83 | 
2 2 


In aceste condiţii f(x) = (x? =x + 1)? si deci à = 3 


B ha hid de pregátire la matematicá en i 275 
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! Es is 
b) Trebuie calculată E = [xm Y (A = 
2 
= [cos Z + sin zl feos [- =) +i sin rl = 2 cos 2E 
3 3 3 3 3 


| WELL 4m Q2 : 
2. g -p y’ = [cos Ai sin e) + [cos ES + 1 sin =y = 
: 3 


S palti cei 2 pentru n = 3 (mod 3) 
E 3 —1 pentru n % 3 (mod 3) 


3. a) Deoarece b>0 avem a= (1+b)*> 1404 E Epa +. 


N 2 a zT 2 
n(n — 1) pl E șia m 


uo 
Ultima in inegalitate este adeváratá intrucit 


2 


Ld 


Ai qal os Buren >). 
2 2 4 


2 


b) Punînd în inegalitatea de la punctul a) b = E obtinem 
l i a n 
Am o n 
n< k F ES row , de unde extrágind rádácina 
dec oYm n | 


de ordinul n obtinem inegalitatea cerutá. 


4. Adunind dn date se obtine TE — pl o =» — (3]/6 4- 
ds y3 4- y2). Scăzind prima „ecuaţie“ in relaţia (+) se 
obtine EL | 
2 


Celelalte necunoscute se află adunind ecuaţiile a doua si a 
treia cu relatia (+), 


za 


a) Se calculează cu uşurinţă - că rădăcinile derivatei sînt 


2 
—= z si 0 si că sirul lui Rolle are o singură variaţie de semn 


între 0 şi (fx). Altfel, se pune fiind sub forma f(x) — (1— 
1) G + 22 4-2). 


4 
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b) Rădăcinile lui f(x) sint a, = 1, r, = —1 —i V2, z, = 
-—14iJ[2. | 

Scriind ar + bx, + c = %g ar + bag + c = X, şi scá- 

zind aceste "egalitàti obţinem după simplificări şi înlocuirea 


lui 
La + ta cu — 2, 


(x) 2a —b=1 

3 Adunind apoi relatiile si tinind seama ca Tg + x = — 2, 
Zap = 2 se obţine | 
(xx) b —c—1 
Pe de altá parte z, — 1 ne dá 
(xxx) a+ b 4-c—1 | 


“Din aceste relaţii rezultă g(x) = a? + 3x — 2) 
c) Funcţia h(a) — — gr = — - Qu + 3a8 + 1? — 4x — 2) si se 


1 
verifică uşor că admite rădăcina 1, = 1, t, = — — si apoi 


rela pe dintre rădăcini și coeficienţi sînt verificate dacă 


d) Citul comit mt eta Qs A 1). 


Notînd membrul sting al ecuaţiei date cu f(x) avem f'() = 
62? — 6x +- 6a(1 — a) cu rádácinile a si 1 — a. : 


Sirul lui Rolle ar fi in cazul a < re 


f(— 0) = — «o 

f(a) = 3a? -- 12» 0 

f(1 — a) = a(8a? — Ya + 6) 
fee) | 
“Pentru a € :e(o. ie are o rádáciná realá 24 y € (— Y a) 
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Pentru a = 0 f(x) are trei rădăcini reale 1, = 1 = z,, 2, = — i 


— 


2 
Pentru a <0 f(x) are trei rădăcini reale z, € (— co, a) 


ze (a, 1 — a), z4,€(1 — a, 00). 


În cazul a > = şirul lui Rolle este 


f(— o») = — «o, f(1 — a) = a(8a? — 9a + 6), f(a) = 
şi ecuaţia are o singură rădăcină reală in (— oo, 1 — a). 


Numerele căutate sint 1, 3, 5. 
Pentru obținerea lui m, n, p avem sistemul 


sri i în st 18 | 

9m + 3n 4- p = — 162 

25m + 5n + p = — 500 

ale cărui soluţii sint m = — 24, n = 23, p = —15, 
Rădăcinile lui P(x) care lipsesc sint x, = i x4 = —i. 


Mai întîi observăm că 0<x<4, r £41, n 1. Ecuația 
datá este echivalentá cu 
lg;x (4 — x) 


=1810 lggn sau lg z(4 — 2) = 1810 Igyon 
lg; 10 ; 


: de unde a(4 2 ES = lg, n şi z—24 |a, E 
n 


EE Cu acestea . tinind seama de condiţiile ze (0, 4), n > 1 dis- 


10. 


cutia se poate face ușor. 
Inegalitatea la stînga are soluţia as (—1,: 7) iar inegali- 
tatea la dreapta are soluţia a € (—2, 6). Solutia problemei 
este a e (—1, 6). 


a) Se verifică imediat (din cauză cá ecuaţia este reciprocă) 


a 


„că P(a) = 0 implică P la =:0 E (2) zs Pla) | 


" 4 ^ 1 
A b) ==, T; = —1, Ls = —2, Wa Er br 
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11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


Se notează 3x — 5y = u, 2x + y = v gi se găseşte apoi 
vi=1 D$ — 25 | 
uz T 1 


e 


a) Se simplifică fracţia cu. 37 si se găsește 


2 y i n 
E — —3a, de unde a <0 şi q uu 08 Sot parmar 
P log 2 — log 3 
2n 
b) a = — ¿na ,VneN 


a) A' = sin? a sin? b — 0 : 

b) x, = cos (a + b), x4 = cos (a — b) 

c) 2a — km, 2b = kr, kez | : 

a) Ecuatia. cerută va avea z, — c — i sin a si este 
x? — cr + c? + sin? a=0 ns 

b) Ecuafia. pentru a este a — arc sin ylc(1 —c)]. Pentru e 
exista valori reale ale lui a care să satisfacă condiţia 


EZ rd 
2 


datà trebuie cace i 2 


a) Solutiile sistemului sint z = —(1 sin a)? ; y=sin a(sin a —1) 
b) z2 +-(1 — sin a)z + sin a(l — sin a)? = 0 
c) Inecuatia datá se transcrie sin a [1 — 8(1 — sin ay] > O. 


Conditiile problemei sint T(0) r(— T orar )< 0 
sau alte condiţii echivalente 0 «—« —m «4si0 « m? —1 «4 


a) Notám VE = U şi găsim din prima ecuatie u, = 2, 
y E, 


w | 


us = 
e . . u o a . 
Apoi îrimulțim ecuaţia a doua cu T şi găsim Y = pi Za = 


— a de unde rezultă apoi valorile lui y. 


b) considerăm a > 0. Inecuafia din”care trebuie determinat 


“n este (3n — 1) (7 — 3n) > 0 deci m =1, n, = 2 
cazul a < 0 dă aceleaşi valori pentru n. 
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18. 


19, 


20. 


24. 


25. 


26. 


25 HP (PO EP SOME 
p= Pa Relațiile între rădăcini si coeficienți ne dau 
ti + Ta = — a 
10 
| els, +4) == 3 


care. constituie un sistem simplu pentru determinarea mai 


întîi a lui 23, apoi a lui q si in cele din urmă a lui z, si ta. ^ 


Ecuația dată se pune mai întîi sub forma 
br a = 4 + 4p + 3) — (3p? + 5p — 4)z + 2p? — 3p + 


iar dien care trebuiesc satisfácute sint (f — 1) f(1) < 0. 


“Membrul sting se pune sub forma 12/42 + loga3 + 1824 + 


1845 = lga 120 = - 


18120 4 
E 1 F TM | m 
a) z,— m-4-1; v,— b) Inegalitatea pentru m este «1 
m-—1 a a m+1 
a) cos a ==> b) y? — 2(cos? a + 4 cos a + 3) +1=0 


; l 1 Lr 5 
a) a, — arc cos [= 3) , Ag = APC COS > 


Es 


b) Conditia ca ecuatia datá sá aibá rádácini reale este cos a € 


€ [—1, JU (0, 1) care este indeplinitá in cazul rela- 


tiei date. l 
sin a i sna - Iire or 
E yz cda aeo S] U (Sa). 
a)s sin a — 2 sin a + 2 s | „6 Bii ^ 
a) a 25 t T b) E = log A 
Avem a 4 matt af = 0 şi af? + matii + ai — 0 si 


prin adunare Sp42 + MSpy1 + S, = 0. Seriind rela- 
tiá pentru k = 0,1, 2,,..n si sumind:. rezultatele se 


obține 
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27. 


28. 


29. 
30. 


31. 


n 
Saro + (m + 1)8n+1 + (mn + 2 Sp = m + 2 de unde re- 
iese imediat relaţia cerută. 
à 23 
a) yla) + Va) = 2, + aa — 7 iar a(z) = a? — 72 + 7 de 
unde reiese imediat relaţia cerută 
b) y(x) = x — Peste o dreaptă paralelă cu prima bisec- 
2 
toare z(r) = a? — 72 e — =. este o parabolà 
c) Trebuie arătat că lite) kz(x,)] pi L kz(z;)] «0 
sau y(x) y(t,) = ££ — Z (a +13) + = < 0 care se ve- 
rifică imediat tinind cont cá 2,T, = Asi Tı $3 —7 
Pentru m = —1 avem identitate. Pentru m + —1 ecua- 


tia dată se înscrie (m — 1)z? — 3t — 1 = 0 
a) P — 0 are loc pentru m > 1 


b) m = 4 e) m—-. d) 12 — 15x + 9 
a) a? + 2c = ad + b?. b) (a— 1) (3a? + 2) = 0. 
a) A > 0 pentru a € [22] A < 0 pentru a E kA U 
aS 3T | 
ME, 
cl 
P > 0 pentru ya 
S < 0 pentru a € (0, 27) S2 pentru a = 0, a = 2x 
b) S — 2(cos a — 1) este maximă pentru cos a = 1 (a= 
= 0, a = 21) cînd B 
3 
c) a==, a = 


0, vm (A) = (m + 3)) 
: RU Pr n e (—00,—2) U (0, à P <0, m e (—2, 0) 


S>0 SAET nun o) S<0, me( 0) ia 
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32. 


33. 


0 cx : 
Izomorfismul cu Q este evident din relatia || = Iz, 
"P 
unde I este matricea unitate a mulțimii. | 
b) Sistemul de ecuaţii care rezultă din ecuaţia 
fla 4b 2b x + 4y 2y a+ 4525 
—7b | a-—4b — Ty x—4y — 7b a— 4b | 
este 
(a + EA 1) + 2(2a E bDy=0. 
bx + ay = b 


(a — 4b) (c1) F 2(2a + by = 0 
şi are soluția unică z= 1 y= 0, deci matricea AE 


Mai întîi observăm că AX z 0, „To Æ 0. Prima relatie dintre 
rădăcini şi coeficienţi împreună cu relatia dată ne conduc 


la z,z, = —1 şi împreună cu a treia relație ne. conduc la 


T= +0 


Relaţia a doua a lui Viète ne dà zg(z, + x) = 1 + p, de 


- -unde relaţia cerută este 


34. 


35. 
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cibo p boten 0 is m Re 
b) Întrucît 2, + 2, + 2, = 0, avem a +23 ES T3 Arm. 
(vezi problema 5 din paragraful 1). De aici tinind seama de 


relația obținută la punctul a, avem q = =, p= — si ecua- 


| fia de rezolvat este 423 — 5z + 3=0, pentru care ştim 


I 


„deja rădăcina z = (=+. Celelalte două se află uşor. 


Ecuația pentru determinarea lui k este k? — 6k +5 = 0, 


k, = 1, k = 5 A>0 pentru k < 4, P > 0 pentru k e (— oo, 
0) U G, 00) S >Q pentru ke (—oo, 3) U (6, 00) 


Relatia intii dintre rádácini şi coeficienţi pentru Q(x) = 0 


și relaţia dată ne dau z, = 1 si apoi m = 8 z,— —2 z3— 4. 
b) Sistemul pentru determinarea lui a, b, c, este 
a+ b4c=-—13 
4a — 2b + c = 296 
16a + 4b + c — —448 
„şi are soluţiile a = —7, b= — 110, c — 104, C) = 
== Ea — 42 + 13 | 
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36. 


38. 


39. 


40. Y 


41. 


42, 


€). Avem oa? — 4a? + 13« = 0 de unde înlocuind e = 4g? — 
— 13a si 3af = 39 se verifică relația dată. 


a) Trebuie să avem P(i) = P(—i) = 0, de unde rezultă 
prin adunarea acestor relații, b = = [1 +9" +a — i] = 


pe — yan “cos T şi apoi finind seama că (i + i) = 


= y2" [cos ra +i sin) se deduce a = — yan sin i 


b) pentru n >4 - --q0, EN 
a) Inecuatia pentru m este m? — m? — óm > O şi are so- 
luţiile m e (—2, 0) U 3,. œ). 


b) Condiţia pentru m este (m + 3) (3 cvm) < 0 cáre are 


soluţiile |m| > 9. 


Ecuația dată se scrie 


E cin nl APTO TES EN de unde 1 — (a 4- be 4- 
ab — (a+ b)r-J-a ab! 
A + ab = ab 
care are soluţiile z, = 0, z; =a -+b 
log 2 
$ lg 2—183 
Vezi soluţia problemei (13) din paragraful 5. 
Iri 


a) ze[— 1,5) U E co] | bs e [2 i c) Se pig 


derá două cazuri: a>1sia<l 


9 «elo B a [^ T | U [e »] > 


R: a= 


r T 2r |, Ar 
9 «e(7- 25) Ufa, 3 


43. 


a) a0(000) = abc + ab + ac + bea d. b --c este expieie 


simetricá in raport cu numerele a, b, c, 


abc 
a» (rino do 


în raport eu a, b, Cc, 


este de asemeni o expresie simetrică 
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delo 


48. 


49. 


284 


b) Operația „O“ are element neutru pe zero. Operația „+“ 
nu admite element neutru 


€) 2— 1 y=2 sauz=2,y=l 


a) m= #11, n = —6. b) z, — f; 2, = 2, 24 — 3 


(1, + Ta + x3) (Tata + Tita 3-123) ck ae 
T¿TgTg 
Sa=Y1Y2+YiYa + UoUs — l 
_ (ha ta) — Urt trt TATT + tts F TaT) | 3 21 
Taia! 


(2, + Ta + TgM(t,T, + Zita + ToT) a 
Sy ——— cp re toe m d 
T,¿ToTg e 


a) Si, = y, + Ya + Us = 


.b) Se porneşte de la intervalul (+1,5, +1, 6) si se aplică 


odatá metoda coardei . 
c) Nu este adeváratá 


- a), melo, 2] | 


b) Trebuie ca in ecuatia studiatá la punctul a) fie sá nu existe 
soluţii fie să depășească in modul pe Y adică m € 


RWN[0 2]. ^ 


Întrucît prima matrice are două linii gi trei coloane iar cea 


de-a doua are douá coloane si trei linii, existá si AB si BA 
b) AB are dimensiunea 2 x 2 in timp ce BA are dimen- 
siune 3X3 deci AB z BA 


c) a= —1, b = 0, c = 2, d = —1 
d) BA este singulară 


Se verifică cu uşurinţă că c dotat cu operațiile date este 


corp. Elementul neutru la adunare (zero) este i. Elemen- 
1— m 


tul opus lui x este 2i — z. Elementul unitate este 


Elementul invers al lui x este e 
x 2(1 — m) — néxi | l 
m?(i — 1) 


a) a = —2, b= 12 


b) u = gr i y3, v=1 — i V3 si sînt rădăcini. ale ecuației 


a — 2r -+4 = 0 iar E= —20 +! - 


Y 
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50. a) Rezolvám mai întîi sistemul 4P — 58 + 4 = 0, P — S= 


53. 


` pentru m € (7, 


1—m 
= 
m 

Ecuația cerută este mz? — 4r + 5 — m = 0 

b) m = —2, m-—— 
9 
wv v . . . . ^ 3 2 

c) În cazul m, = —2, rădăcinile ecuaţiei sint 1,, = —1 + LEA 


care verifică relaţia dată la punctul b. Cazul celălalt 
verifică la fel de uşor această relaţie. 


22* LIF 8 1. 
= —— 3 V 25 = —— 

E x? — 16y? EY V3) 11 

a) A > 0 pentru me(3 —2y2, 3--2 V2), P «0 pentru 

Vm, S > 0 pentru me (—1, 1). 
b) m € (3 + 2 V2, 00 ) 
a) x = —m2— 2m + 5, y = —m* + 5, 2= —m? + 2m + 5 
1 T V39 | 

b) my, = + y3, ms,4 + Ea 

c) m e(—2, 0] U (4, 00) 

a)A'—(m—1»*20. 

b) Relaţia dată este îndeplinită pentru orice me R. 


< HGy - de 5 ' 
A > 0 pentru m e| =A, pd, P> 0 pentru 


m € (—oo, —1) U (0, o) S > 0 pentru m <O 


a) Sirul lui Rolle pentru acestă ecuaţie este 

“o, m + 20, m—7, to . CUR 
pentru m € (— o0, —20) ecuatia are o singurá rádáciná 
realá | NEC AER 

pentru m e (—20, 7) ecuaţia are trei rádácini reale 

oo) ecuafia are o singurá rádáciná realá 
pentru m — —20 ecuaţia are o rădăcină dublă negativă (—2) 


ZOO —_ — 


b) me-Ahumemeh*cy 
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57. 


58. 


- 59. 


60, 


61. 


62. 


1 


a) A > 0 pentru m as P> 0 pentru orice mi, $20 
pentru m 1. : e 

b) m = 2 + V2 

e) im > E 


a) A> > pentru me[—1, 1] 
b) Inegalitatea 1? + 23 < 2 nu are soluţii ei a. x2 = — 2, Vm € 
e R). | 
c) a= 0 si x — m. 
Kc. ST 


d) i Home : P EO AE 


^ 


Se pata LS cu 97 si notind Ei == u avem u?-]- u — 


A T NÉ -y8—41 
—1 —0, care dà soluţie valabilă, u = 4 


log (V5 — 1) — 1g 2 


lg 2—1g 3 


D= 


Conditilie pentru, ca f(x) > 0 Vx eR sint Ax «0 si SE 


A cos a — 2 sin a > 0. 


Calcule simple ne dau A' — 2(cos a 4- 1) (sin a — 1) < 
a $i 3 + 2(cos a — sin a) >.0 

cáci.|cos a — sin a| « < y2 

b) Valoarea minimă a lui f(x) este 


hen: A | | S(cs a+ 1) (sina—1) 1 
a 4(3 + 2 cos a — 2 sin a) 3 + 2 cos a —2 sin a 5 


de unde se determină a 


N 


g = —abc y = ab + ac + bc, z = —(a + b + €) 
A E 


54 2 
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şi deci 


s 69. 


» 69. 


. * LI n LI . E LI n 
b) 23 +r] = (cos T tl sin d + [cos agil sin 2) = 
, R 3 


= 2 cos A 
3 


c) Notám Q(x) = P(x) — 22? + 51 = z* — 4a? 4 Az? + m. 


Sirul lui Rolle pentru polinomul Q(z) este 
+o, m m+ 1, m + 0 

Dacă m < —1 ecuaţia are două rădăcini reale una in (— co, 0) 
si una în (2, oo) 


"Dacă —1 > m <0, ecuaţia are patru rădăcini. reale, 


tı €(—00, 0), 1, (0, 1), 24 € (1, 2),:z,e (2, 00) 


Dacă m > 0 ecuaţia nu are nici o rădăcină reală 

Dacă m = —1 ecuaţia are două rădăcini confundate (x, = 
= 1, = 1) | | 

Dacă m = 0 ecuaţia are două rădăcini multiple. 


[4 


VW mm Ey =0, y = 2,2. 
Se rezolvá analog cu problema (69) din paragraful 3... 
^| 1659 
3 900 


|| 156 — 11i 
1322 


4 


33 33 


Ecuafia datá se poate scrie, după calcule elementare, în 
forma 


a) m, — —1, My = = b) m € (— oo, 1) U (3,) 


. i 5 . 
a) m = —2, b)m= ô c) m, — 3, Maz d) m6... 
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70. 


1 


2d Dacă m # + y2 sistemul este com- 


8) pz kb em 


.patibil si are soluţie unică; dacă m = + 2 sistemul este 


- incompatibil 


11. 


75. 


288 


b) Pentru ca soluţiile să fie rationale este necesar ca m? 
să fie rational deci m să fie de forma Kk V2(k eQ). 


a) Se exprimă şi suma y, + ya si produsul y,y, în funcţie 


. it . 2 t [r4 2 i 
de sin 2a şi,cum avem sin 2 « = ai, id e a d 


1+tg?w ig a +ctg « p 


se obține în cele din urmă ecuația 


p*y* — p(p + 2)(p — 4)y — Ap?—8) = 0 
b) Se verifică că valoarea comună a celor doi membrii ai 
egalității este p(p — 2) ` | 


A > 0 pentru m»—- Pp pentru ymeR, S>0 


pentru m € (—co, —1) Ü (0, 00) 


A a ai . e cos 2c 
Ecuația echivalentă este sin x sin 2x = 4-——— 


COS rcr 
Inegalitatea la stînga este satisfăcută pentru m €(5, 11) iar 


inegalitatea cealaltă pentru m € (— co, —7) U (1, 00), deci 
solutia problemei este m € (5, 11) 


a) 1, = m Lom? cT, —1,y,— m4 ym*— şi Xa == m + 
+ Vm? — 1, Ya = m — ym? — 1 
b) m € (—co, —1) U (1, 00) 


C) x = cos «+i sin a, y = cos « — i sin «, si relaţia se 
, demonstreazá imediat folosind formula lui Moivre. 
m * m’ , 


a) £z = — y = 
m— 2 m 4- 2 


b) Relatia cerutá se verificá prin calcul direct. 


a) Se va folosi procedeul si rezultatele intermediare ale 


problemei (45) 


Y 
a :V11 
b) m = = —15, Ty = CRAN nA SE, Ta == 3 


Li 


CE Scanned with OKEN Scanner 


78. a) A= [m + 5? > 0, Vm e R, P > 0 pentru m < —2, 
S> 0 pentru m > 1 ; 


c) Se poate determina m fie direct fie folosind relațiile între 
rădăcini şi coeficienți. 


d) F= z—m—2 . 


€ —1 
79. a) Asociativitatea si comutativitatea se studiazá cu usu- 
rintá. Operația nu admite elementul neutru. 


b) Se observă cá T(«a)=| a, ag a4, | si 


relaţia care trebuie determinată este: 
ayb, + agb, + Azby azb, + agb; + a,b, 
T(x0B) =| azb, + a5b, + aiba agb, + a,b, + a5; 
| agb, + aba + ada abı + aabo + agbg 


- agb, + as bs + abs a, dí 03 
a,b, + asb, + azb; =| da dg Q fe. 
agb, + azb, + gba c db, | a3 di ds 

b, b, b 
ba by b |= T&T) 
bs bı b 


Se observă imediat cá T («0ß) nu este altceva decît pro- 
dusul T(B)-T(a),. conform regulii obişnuite de înmulțire a 


-dẹterminanților. 


80. a) Se verifică proprietățile izomorfismului si se constată că 
aplicația dată este izomorfism. 


b) Se verifică prin inducție. prd 
c) Se calculeazá N? si se introduce in identitate, de unde 


rezultă 1=1, y = 2, 7 = 


81. Ecuația dată se transcrie, tinind seama cá 1 — 1g5 = 1g2 
© lg 2* = lg(27 + x — 1), de unde 7 = 1. | 


' 289 


CE Scanned with OKEN Scanner 


Lund 
e 


45 


- 290 


E e (7 dm : o Dre . Sm. ox 
=— sin — —sin-- sin c — ginem -sin T— sin — | = 
z [sin E — sin 4 sin E aie at bla El 


Capitolul VI 
TRIGONOMETRIE 


1. ID ENTITĂȚI "TRIGONOMETRICE 


EA yit — cos(2 7 - 9] -zioe 9 d- a) + cos a] = 


EA; Ea cos a = costă 
os 19 a | ) 197. 


sin u - 


Se foloseste formula MEE, CLEAN 
; diras 2 1 + cos u 
Š 4 mE 3 $ 
Avem 2 arc tg u = arc tg Suru 
1 — 3u? 


Se aratá cá ambii membrii ai egalităţii, E, si. E, sint egali cu 
; Nun 
dn modul urmátor | 


* 


E Ner [d 
$ sin — E, = sin — cos - — S -sin — T cos 2 — E sin Č cos s — 
7 7 > 7 7 


-A 


pd A E 
= — — Sin — 
a A 
Notínd cu E pos din membrul sting avem 


1 i ; A 
E = — cos E cos E TEE cos E + cos — | cos E = 
2 9 9 4 3 9 9 


| Am y... 57% Tr i "4m óm _ 
= —[c€0s — + cos —+ cos —|— — căci cos — -+ cos — =0. 
3: 9 -9 ES Qi: IR AH ug T 9 
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A 
AS 
1 


.6. A doua condiţie. a problemei o scriem pentru Q £ kr sub 
7 n . H d 
forma cos B È X; sin a; + sin B 224; cos a; = 0, de unde ți- 
[21 j i=l . 
| v a 
nind seama cá XX, sin as = 0, rezultă si Z2 cos a; = 0 
ceea ce asigură anularea sumei X sin (a; + 9) = sin ye 
y ecos dj + COS o y A; Sin dj. 
i=1 = i=l 
7. E = (sin? x + cos? x) (sint z — sin? x cos? x + cost 1) — 
— (sin? za E imi y $ O38 
= (sin? + cos? r)?P— 3 sin? r cos? r21——-— 
* ; : i ] 4 
8. E = (sin x + cos x)[sin? x + cos? x + sin x cos x(sint z + 
+ cost x) + sin? x cos? z(sin? x + cos? x) + 6sinó x cos? x]. 
v . gs 2 
Din problema precedentă avem sin? x + cos? x = 1 — SA i 
| | 4 
d bo. 
apoi sint x + cost x = 1 DĂ 
Suma sin x + cos x o transformám astfel: 
“sin x + cos z = V(sin x + cos x)? = YI — AX 
9. Notám primul radical cu E* si pe al doilea cu E- iar suma 
- sinusurilor cu 5 si cantitatea de sub al doilea radical din E* 
cu P. Astfel E = Vs + VP VP + Ys — 2yP — 2yP . Calcule simple 
ne aratà: 
P = (sin a + sin f)sin y si 
S? — 4P = (sina + sin B-+ sin y)? — 4sin a sin y — 
—4 sin f sin y = (sin « + sin B — sin y)? şi atunci 
—— C 1 7 0—————M—— 
sin g + sin B + sin Y + | sin « + sin B — sin y] 
pe. PECETE CERT ERIE | 
II a 
1[sin_a_F sin B sin y — sin a + sin B — sin y] 
A ai AA A 
20 — Ghid de pregătire la matematică T ; sige A, 291 > 
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A a E aia te SM. IN 
sin a + sin Q + sin y + | sin x + sin B — sin XD 
E 2| pe se 
2 Vsin a + sin B dacă x +- B — Y 
2 Vsin y dacă a+ P <y 


(se tine seama că a, P, Y, efo, Ed 


10. Transformám ín produs expresia 


E = cos « + cos B + cos y —1—4 sinŽ sin P sin I. = 0. 


" Pentru aceasta transformám mai întîi . 


: _ E 
cos a + cos 8 = 2 cos ESB cos 28 — 2 [cost E cost £ — 


e " LJ [r4 . | 
— sin? a sin? 5) 


; A x 
cos zt — 1 = — 2 sin", cu care 


B Y 


E = 2| cost S vos? Ls sin? % sin? E. + 2 sin sin —sin + + 
72 L 2 2 uetus £2 


+ sin? L]|=2 cost E cost E — (sin sin £ + sin || = 
- 2]]. 2 2 2 2 2 


= 2 (ios 258 + sin Ecos ELL sin £) = 2fcos 5 
[cos + sin cos ^ sin 2| cos 2 + 


2 
+ cos a A] [cos e + B cos (== il- 
uS Lco. B sin Td-D-cY—« NS rd«4Y—B sin r+a+B—yY 
4 TES «d 


inc ETT 


S 
4 


Ín concluzie relatia dintre a, B, y este una din următoarele 


a+ B dy — (n+l a+ Bys (4n— 1x 
a + Y — B — (4n — 1)x sau B + y — « = (4n — 1)r. 
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11. 


Transformám expresia E = 1 — cos? « — cos? f — cos? y + 
-- 2 cos « cos B cos y in modul urmátor: 


E = 1 — cos? a — cos? B — (cos? y — 2 cos «.cos B cos y + 


+ cos? a cos? f) de cos? a cos? B = (1 — cos? «)(1 — 
— cos? B) — (cos y — cos a cos B)* — (sin « sin 8 — 
— cos y + cos « cos B)(sin e sin B + cos y — 


— cos a cos B) = [cos(x — B) — cos y][cos y — cos(« + 8)] — 


lag 4 Bt aa E FE ua iR un BA. 
2 | 2 2 2 
de unde rezultá relatiile cerute | 
a+ p+y=2kzr a + p=y=2kr 
a Eyop DER B+y—a=2kr 


Identitatea de demonstrat se poate scrie sub forma 


2 sin mx. 2 sin p 2 sin y 8 sin « sin f sin y 


1—si?a 1— sin? p 1 — sin? y k (1 — sin? «)(1— sin?ß)(1—sin? y} 


O EE Mică PE Wo ME NACE. 
dar dacă notăm sin a a tg z > Sin B=tg > sin—tg y ^ 
problema se transformá in modul urmátor : 

Dacá ig 85 + t8 te, + t8, te Fin 1 sá se arate cá 


tg u + tg v + tg w= tg u tg v tgw 


Condiția o mai scriem tg — = [tez +tg il | [ia 2-t62] 0 E 


al 


| A 
i * ^ Im . L UE Are w Le " 
si impártind-o cu ] — tg Lg = obținem 


Si De A se atu Br pata Se 
MT faca 1 85 d = = ta (2— 


A 


2 


ed 


v4- w i u Ut Ry | 
ERE ) de unde cep ^ = kw sau u-v + ws 
= (2k + im. | 
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1 3. 


. +r) + B, Net B = AAT p = arc tg — 


14. 


| 16. 


294 


Cu aceasta condiţie, echivalentă cu cea dată, rezultă imediat, 
din formula tangentei sumei de trei arce identitatea 


tg u + tg v + tg w = tg u tg v tg w 


f(x) = ad sut - + Ze — a)cos* a+ b sin 2x] = B+ 


1 b . 
E Tos 2 + sin 2 zi 
+ 2(c — a) [vos ur T 


+ : [cos 2x cos ? — sin o sin 2z] = A cos(29 + 
2(c—a)oso  - 
a+c 
— c 


Din această formă a lui f(x) rezultă imediat extremele ei. 


O condiție necesară ca suma din membrul stîng să fie finită 
este |tg z| < 1 si atunci | MISI 
1 cos x 


qg "T thor tg» îi =——— = — 
8 + 8 8 +. i + tg zx sin x -+ cos cr 
ke ' cos Y t V2 cos x 
sin x + sin (5) “2 sin (Z+) 
2 4 


“sin x 


Ena) = E şi tinind seama de formula 
sin(n E 1) sin nx AN 
ctg a — ctg B = E A se obţine 
sin a sin 
ctg nx — ctg er 1) x A E, de unde A— 1 
sin nx sin(n + 1)x 
Sn = 3 [ctg kz — eta " E ña = ctg x— ctg (n + 1)z = 


sin nz 


sin x sin(n e Dr. 


Calcule simple ne dau cos 4r — 8 cost d — 8 cos? t 1 si 
cos? z= 4 cos? z — 3 cos v, cu care 
E(x) = 16 cost x — 16 cos? x — 12 cos? x+ 8 cos z 4-4 
Punínd condiţia ca E(x) să fie patrat perfect obținem 

m= 2, n = —4 şi E(x) = 4(2 cos? x — cos z — 1)*. 
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E 17% 


18. 


19. 


96. 


Înmulţim relaţia dată cu a+ şi avem după simplificári 
b. a " 
— sin? a + 7 cos? a — 0, de unde obţinem, de exemplu 
a 
H 2 a? D b? : j . 
sin? a = , Cos? a = —————, ceea ce este evident 
a? Lim b? b2 ES a? i 3 


imposibil. 


În concluzie nu există două numere reale care să satisfacă 
relaţia dată. 


Calculăm primul membru E, al identității 


E trti tet — 2(tg 2—1)::. 2 
: tg x— 1 tg c—1 X tg? x—i tgxr+1 


Se utilizează identitățile sec k a sec(k + 1) « = 


__ tg(k + ka — tg ka 


si cosec k « | cosec des 1) g = 
sin « FT 


o ctg ka — ctg(k + es 
sin « : 
Se transformă în produs sumele primelor -şi ultimilor doi 
termeni după care scotind 2 cos a in PORE se transformá din 


. nou in produs. 


Analog cu precedenta problemá. 


Utilizind formulele de tranformare: a produselor de funcţii 
trigonometrice in sume se obtine imediat rezultatul cerut. 


Se demonstrează în mod analog cu 1 problema (20) 
Analog cu problema (20). 
Calculám membrul drept 


, V3--tga . V3—tgx _ tg o(3—tg* a) _ 
1—V3tga 1 +V3 tga.  1—3 tela 
: E 3 : 
[708 dg ai w sigla 
1 — 3 tg? a 


Tinind seama de formula care exprimá diferente ig a— tg he 
În aci se obţine imediat E — 0. 
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28. 


-30. 


¡3 


„296 


1 SR : " , 
E = ———————- [sin a sin(b —c)+sin b sin(c — 
sin(a — b) sin(a — c) sin(b — c) 
— a) + sin c sin(a — b)]. 
Mai departe se tranformá produsele din paranteze in sume 
si se obţine E = 0. 
Se procedează în mod analog ca in problema precedentă. 
E = (sin? x + cos? a)(sint x + cos? x — sin? x cos? 2) — 
1 


i 2 
— > Gin 2 + cost d) = rera (BI a -+ cos? x)? = EE 


Eliminám mai intii pe x din relatiile de conditie 
sin x (b cos a — a cos b) = cos z(b sin a — a sin b) 


sin z(B sin a — A sin b) = cos r(A cos b — B cos a) 


.Fücind raportul celor douá egalitáti si aducind rezultatul 


la acelasi nümitor obtinem : 
bA cos a cos b—aA cos? b — bB cos? a-]- aD cos a cos b = 


— bB sin? a — bA sin A sin B.— aB sin a sin b+aA sin? b, 


sau 
bA cos(a — b) + aB. cos(a — b) = aA + bB, de unde rezultă 


rezultatul cerut. 


Din ultima relatie se scoate prin ridicare la puterea a doua 
n? cos? p 2 m?— n? cos? y _- 

: COS? u = —————— — 
m? m? 


e 


sin? u = 


Introducem a doua din aceste valori în relaţia a doua şi ob- 
ținem A ( 


m? — 1 | a mm 2 — m? | 
COS 2I = = tg? ja da. m mpi 
pn? : 14-cos 2 v n? + m? — 1 


Procedind in mod analog la eliminarea lui v intre ultimele 
douá relatii date, obtinem 
1—n* m? + n? — 1 


cos? u = ; lg? u = 
m m? — n? + 1 
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Introducind relaţiile in tg u şi tg v în prima relație avem 


mm? + n? — 1) ER man — m? 441) — 1 
m? — n? 4- 1 n? -- m? — 1 


Adunám si scádem relafiile date, dupá care rezolvám siste- 
mul obţinut, in raport cu x + y si cu x — y. ! 

Se constată cá (x + y)? si (1 — y) se exprimă simplu în func- 
tie de sin « cos a = u si se va elinina u intre cele douá 
relafii prin substitutie. 


33. Tinind seama de identitatea de la problema (27) se ajunge 


34. 


35. 


36. 


imediat la rezultatul eliminării : > + de + EA, 
i ; m n p 


Exprimá datá se pune sub forma: 


E = tgi(a + b) + p tg(a + b) + g? 
1 + tg?(a + b) 
Pe de altá parte avem 


— M —M— ——— =>) 
— — 


tg(a E b) , tg a + tg b T. — Xa P. 
j 1 — tga tgb 1 — Xa q—1 


si inlocuind valoarea aceasta a lui tg(a + b) in E se obtine 
rezultatul dorit. 2 


Rezultatul eliminării este | ji E 


a ca b i i 
Cordova = 3abc — a3 — b3 — c3 
ba- € | | 


Sá notám primul grup de relatii cu (x) si al doilea (xx) si sá 
arátám cá grupul (x) implicá grupul (xx). 

Ínmultind in grupul (x) prima ecuaţie cu a si a doua cu b 
si a treia cu c si adunind termen cu termen obtinem 

a? + D? — c? = 2 ab cos c i 

adicá a treia ecuafie din (xx). În mod analog se obţin si 
celelalte relaţii (xx) sau se observă că relaţiile din grupul (x) 


.se obţin una din alta prin permutări circulare şi în conse- 
 cintá efectuînd permutări circulare în relația deja obţinută 


din (xx), le obţinem şi pe celelalte, 


Pentru a demonstra implicatia inversă dintre grupurile (x), . 


(xx), adunám primele două ecuaţii din grupul (xx) şi obținem 
9c? — 9bc cos A — 2ac cos B = 0, de unde 
c= b cos A 4- a cos B 
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37. " 


i EE lei E es sit 
„ce demonstrează cá este egalà si cu —— $i cu 
t sin? b 


Celelalte relatii se obtin fie analog, fir prin permutári cir- 
culare. 


Din prima relatie scoatem 


cos a —cos b cos c 
cos A = ———————— ——-—, de unde 


sin b sin c 
sin? A = 1 — cos? A = 


sin? b sin? c — cos? a — cos? b cos? c+ 2 cos b cos c cos a 


sin? b sin? c. 


1 — cos? b — cos? c — cos? a + 2 cos a cos b cos c 
——Ó———Ó ——H—— ———H € (sitit 


sin? b sin? c 


Mai departe 


sin? A 1 — cos? a — cos? b — cos? c -- 2 cos d cos b cos c 
m —————————————— 
sin? a sin? a sin? b sin? c 


sin? A 


Formula care-l dá pe 


este simetrică in a, b,. c, ceea 
sin? a 


2 B. sin? C. 


sin? c 


De aici, tinind seama că a, b, c, A, B, C e [0, r] rezultá 


relatiile 
«sin a di sin b sinc-- 
.Sin A. sin B ^^ sin C 
38. Trecind toti termenii identităţii în membrul stîng si notind 


298 


„E = cos a + cos b — cos(a — b) — y = 2cos —— cos 


cu E această expresie, avem : - 


3 gb c». b 


— 


^ad db 1 | | 1 | 2 
— 2008? — — 2 = — 2 cos LE? cos! 2) => 
| M duh. CA 247 7-:42 2 E 2 


+ sin? a a ( 
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39. 


40. 


41, 
42, 


Suma de pátrate din membrul drept este nulá numai dacá 


a+ bh ü —b 
= COS 


2 cos 


. a—b 
sin = 0 
2 


De aici, finind seama de intervalul unde se află 4 si b avem 
a+b T VI ; | 
a— b= 0, == n de unde rezultá imediat concluzia. 


Transformind relațiile de condiţie in produse si fácind ra- 
portul lor ob(inem M | 
2ab 


a? — p? 


tgo A, de unde tg(u 4- v) — 
a ) 


Ridicind la patrat si adunind cele douà relatii obtinem 
1 : 9 2 d 
— ,de unde3 sin? u cos? u = 1 — — 


sin? u + cost u = —, 
x ; in? m? 


şi 3(cos* u -+ sint u)= 1 + = 


Apoi dezvoltind -relațiile date si reducind termenul în sin a 


obţinem | > 
cos a = m(cos? x cos 3x — sin? x sin 3z)— 4m(cos u +. 
+ sinë u) — 3m(sint u + cost u) de unde rezultă în fine, 
prin eliminarea lui u, m? + m cos a — 220 


E = 4(c0s a + 1) = 8 cos? a. 


^r 


| E(x) = (sin x + cos x) (3 — 2 sin z cos xz — sin? y cos? a). 


Pentru exprimarea lui cos % ca funcţie de'a avem 


», 


A Wo gui uter $ 
sin z cos zy = A (sin x + cos x)? — sin? v — cos? z = 
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43, 


A4. 


1--m(i—2 sin? x cos? z)  4(1--m)—2mu? — 


KÑÚÉ = = 
: 1—3 sin? x cos? x 4 — Ju? 
__ (1 4 02)24 m(1 + v!) 
1 — v? 4 vi 
Pentru m = —3, E = —2 deci e independentă de 2. 


Utilizind formula sin 3a = 3 sin « — 4 sin? a, inlocuim 


s x > : 
pe cu di si obtinem 


45. 


46. 


- avînd rădăcinile zy = cos [22 + ^ + i sin (20- 


300 


Punind în relaţia (+) k = 0, 1, 2,..., n şi sumind 


n 

> li sin? == a 37*! sin A Si 32 | 
set S ES, ces 

k=0 | 


sin x— cos x 


sin x + cos x 


"Fie pentru un z dat ecuaţia binoamá de gradul n in z 


n — cos 2nz — i sin 2nx = 0 


2kx =] 


Conform teoremei generale a algebrei putem scrie 


l n—1 n—1 
z^ — cos 2nz—i sin 2nr— [I (2—21)= Il |z—1+ 


== = 


* 
i 


+ 1 — cos (2x + EE sin [+=] fa + 


— 


| + să sin(z 4- ^5 = J [simo + 2 : Jai eos(a +== ]] 


n 
Fácind in aceastá identitate z — 1, obtinem 


k=0 


$ not kr 
l — eos 2nx —i sin 2x = Iri sin (e+= | (eos [ 
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Deoarece douá numere complexe egale 


x 1 ; bi au modulele egale 
rezultá imediat cá 


n—1 


A , poH n—i > 
2. sin nr= [I E sin(e + E] — 22 [T sin qoem 
k=0 n k=0 | n 
De aici avem produsul cáutat 
n—1 k : ! 
. : T sin nu 
IT sin[x + =) a 
k Cc n 2 


Impártind identitatea de la problema precedentă cu sin z 
şi trecînd la limită pentru z > 0 obţinem egalitatea cerutá. 


Punind egalitatea dată sub formă de proporție obţinem 


sin(r— y) sin x + sin (1—2y) 2 sin (y — x) cos y 
sin x sin(x + y) sin(x — y) 2 sin x cos y 


de unde rezultá cá aceastá egalitate este o identitate. 


Moe s: " " b. 
Grupind termeni cu acelasi argument, avem sin [eei] 


Li 


. 4 7 L x 
+ cos [a za "n = 2 sin cos Ha a]: Notind cu E. 
4 4 


suma tuturor termenilor avem : 


* 


T 
4 


uri b+c) [a—b lias 
=4)=2 cos noe cos ( 2m 2 J+ 
sin (Eee) 


Tinind seama cá a + b + c = m se obţine imediat 


: € i 
T a+ b — b-t*t]|..sin (Ftit =] Şi cu aceasta se 
Cop in y 8.45.9. 8 


ajunge la 


Tale WATER Shin [2 4 Spa 
- E=4Y2 sin( $ ora 3r T T sin| - "s 5 3 


4 
. ? $ 


DELA d SENO not Mi 
= cos ($ — a 3] + cos ($ 7) + cos (2 c i 
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51. 
92. 


Notind expresia de transformat in produs cu E avem 


— : db a— b e : 
= 2/2 [cos [5 — a : Jeos [—— ^ ds 2 sin + scos (2 + 
| b 


meret n e) 


R :sin 2a + sin 2b + sin. 26 =4 sin a sin b sin c 


Mai întii transformám. 77 


sin? a-cos == sin? a[ sin (a + 5-6) sin (a — 


= —d+H<0)] => sin? a(sin 2c + sin 2b) = : sind a(sin b cos b + 


+ sin c cos c). 


Cu aceasta expresia pe care trebuie s-o transformám. in pro- 


. dus, notată cu E, devine: 


E = sin a-sin b(sin a cos b + sin b cos a) + sin b sin c 
(sin b cos c+ sin c cos b)+ sin a sin c(sin a cos c + 
+ sin c cos a)- sin a sin b sin (a + b) + sin b sin .c 
sin (b 4- c) + sin a sin c sin(a+c)=—3 sin a sin b sin c. 


Utilizám formula sin 3a=3 sin a —4 sin? « Le avem : 


“sin 3a cost(b — c) = 1 sin 3a[3 sin(b — c) — sin 3(b — c)]— 


— 
— 


sin 3(b + c) sin( — 0) — sin 3(b--c) sin 3(b—c)= 


z 
4 ; 
== [cos(2b — 4c)—cos(4b-+20)] == [cos 6c — cos 6b) de 
unde, notind cu E expresia de transformat in produs, 


E = — [cos 2(b + 2c) — cos 2(c + 2b) + cos 2(c + 2a) — 


| — eos 2(a--2c)4- cos 2(a + 25) — cos 2(b + 2a)] — 
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— = (cos 6c — cos 6b + cos 6a — cos 6c + cos 6b — cos 6a). 
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99. 


Tinind seama de condiția a + b + c = x, avem 

cos(2b + 4c) = cos(2b + da) cáci cos(2b + 4c) — cos(4a + 
4b + 4c — 2b — 4c) 

cos(2c + 4b) = cos(2c + 4a). 

cos(2a + 4c) = cos(2a + 4b) - 


. 


si cu aceasta E — 0. 


: 5x 
! sin 2x ados 
. e e XI z 
R:4 sin — cos — cos z sau 

2 2 CE. 
sin — 
2 


^ 


n n 
Notăm 5, = 2 cos? kx, S, = A sin? kx şi avem 
t= (== 


S, — S, = cos 2x + cos 4z...cos 4 nz. Ínmultind cu sin x 
avem | e: 


(S, — S,)sin x = — [(sin 3x — sin x + sin 5r — sin 3r + 


w | 


+ ...-- sin(4n + 1)x — sin(4n — 1)z] = = [sin(4n + 1)r — 


— sin 2] = sin 2nx cos(2n + 1)z 
: sin 2nz cos (2n +1) z 
de unde $,— Sa = ———— 
de sm rz 

si in continuare 

S sin 2nx cos (2n + 1)x 

— a ——Ó——— a iii 
pu 2 sin x 

S sin 2nx cos (2n + 1) 

` a os 2nz cos On TIE 
> 2 sinr o 

Expresia pe care trebuie s-o transformăm în produs este 


- sin 2nz cos (2n + 1) * 
Sı n 2 sin x 
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Utilizind notatiile problemei precedente avem de transfor- 
mat în produs expresia n — 5, si rezultatul rezultá imediat 
in problema indicatá. 

Notind cu E suma pe care Lrebuié s-o transformám în produs 
avem 


sin 5x sin 5x sin 5x(cos 3x + cos 21+ cos 5x cos x) 
cos x cos 4x cos 81 cos 3x cos X COS 2x COS 3x cos 4x 
sin 5x(4 cos? 2x — cos 2x —1) — 
- eos 2x cos 3x cos 4x 
| 1 17 i — V17 
sin sefa cos irf [> COS 99117) 


cos 2x cos 3x cos 4x 


Notám cu E expresia din primul membru si avem. 


p RE p A 
E = 2 Y, cos E o AE cos n RUE ais 
2 k=1 p +1 2 k=1 np+l1 
Dacă m n e divizibil cu 2(p + 1), cos MAA si 
| | p+1 

ua p EXT 

ME $ cos (m—nwk 1, 
2 qi pci 2 


Utilizind formula cunoscută (V) unul din modurile de ob- 
tinere a fost ilustrat in problema (55). (V) 


LA (kile 


Hos 9 -sin | 
2 2 cedi 
> "cos kr = gásim 
k=1 sin — 
S^ k 
ons (m — n); NT 
pci 
, k=1 
si de aici 
ed că p +1 


E vi 


Celelalte alternative se demonstrează analog. | 


A^ 
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59. 


60. 


61. 


62. 


Știm cá arc tg u 4- arc tg v= arc tg E. Notám u +v = 
— Uv 
= 2k şi 1 + k + k* = —uv şi atunci 
2k 
DAR = Ai tg(k? + k + 1)— arc tg(k? — k + 1) : 
si de aici 
i 
Dare tg UMS, TN arc ue xA tg 1 + arc tg 7 — 
m "2 + 2k? B ki l 
cs ^ 
— arc tg 3...+ are tg(n? +n+ 1). — arc tg(n? — n+ 1)= 


= arc tg(n? + n + 1-2. 


arc tg 


Utilizind formula de adunare a funcţiei arc tg avem 
ak 


arc tg Arya — are tg ay = arctg QOEM UE us APO TH eee c 
1 + dg, as 1 + axata 
De aici l 
n & n 
> : E > (arc tg a arc tg ax) 
AA kai — arc Ak) = 
1 +. Qi E i: 
k=1 j k=1 li : 


a = 
= arc tg dg4, — arc tg a — arctg M14. 
1 EX Tana 
Pornim de la formula 


arc. talk + 1)r — arc tg Io = A BON a 
1+ E + 1)a2 


i: cu aceasta suma noastră devine . 


ES E arc te(k + 1)2— arc t sam 
T yw Di g(k + 1) c g da 


XU MM 
1+ (nix 
E(x) = p(sin* z + cost 2) + q. cos? x(1 — cos? 2) = p + 


| , q— 2p [1 — cos 4x 
„ne? 2 y = senem NA AS — EAEN 
+ (q vends 2p)cos x sin? x = p -+ ^ | E J- 


— arc tg(n + 1)r — are tgr = are tg 


> Or =n « 
= Sp y PA cos da 
8 8 : 


[i 
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44. 


$5. 


- 806 


cos z(cos x'4- i sin x) [1 — 


Se observá.cá pentru p >-q > 0 nu există valori p si q pen- 
tru care Elx). = = cos 4x (căci 6p + q > 0). 

Dacă nu se impun relaţii de ordine faţă de zero atunci E(+) = 

= cos 4x implică 6p + q = 0 si 2p — q = 8 de unde p = 1, 


pue 


Considerăm împreună sumele 5, si 5, din această problemă 


-şi din cea următoare si calculám S = S + iS, 


S = cos a(cos x + isin x) + cos? z(cos 2x + i sin. 2x) +. 

„cos "r(cos nz + isin nt) = (cos? x +i sin x cos.) 4 - 
+ (costa +i sin x cos x)? + ...(cos? x -+i sin cos 2)? = 
__ (cos? x + i sin x cos a)[1 — - (cos? + isin xa cos x] — 


1 — (cos? x + i sin x cos zx) 


sin? x 


- de unde spart deg se partea realá cu cea imaginará se obţin 
-Si si Sa. . 
"Er. ! 


Vezi problema precedentá. 


Înlocuind tg a si ctg a in-funclie de sin a si cos a, primul 
membru al AA se transformá 


[em cos a + sin a. jJ Ue a -l- cos = (1 + Te 2a) | > 
; cos? a 


cos a sin a 


_ A + + sin 2a) 
cos? sin? 2a 


.. 2. INEGALITÁTI TRIGONOMETRICE 


Știm cá sin? z + cos? x = 1, [sin z| < 1 [cos x| < 1 si avem 
[cos z|? < cos? x : 


- [sin z|” < sin? x » 


Adunind cele douá inegalitáti si tinind seama cá sin” x -+ 
+ eos" x < [sin z|" + |cos 2], < sin? c+ cotr<l. - 


Simplificind termenul median al inegalitátii obţinem 


2 T: 1- tg 2 tg z 
tg r—1 tg r—1 tg r—1 . 
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dini i ue 


cos" x cos nx — i cos? x sin nx] [1 — cos? x + i sin x cos x] 


Pentru tg x —175 0, inmultim cu tg xz — 1 si avem de 
demonstrat à 


2<1+tgr<2tg zx 


Ambele inegalitáti sint echivalente cu conditia 
Pentru tg x — 1 — 0 se rationeazá in mod analog 


4. Avem . 
tg a —ig b — Ds AT 
tg(a — b) = A Mu z (n — 1)tg b si de aici. 
1+tgatgb 1i-c-ntgb- 
— 1) — 13 — 12 
tg?(a — b) Rua ^ c caca oci Dt oe < (n— 1» 
(ctg b--n tg D)? (ctg b+n tg D)? + 4n 4n 
9. Se observá mai întîi cá pentru unul din unghiuri egal cu 0 
TÉ s , " rue A . 
mu inegalitatea este adevărată intrucit membrul stîng 
este negativ iar cel din dreapta este nul. 
Pentru a, b, c, diferiți de O sau = impărțim cu membrul 
drept şi efectuînd calculele obținem 
i : ; , A 
sin(a + b) So + c) sin(c + a) _ A [2 + tg a etg bu 
sin 2a sin 2b sin 2c . 8 
+ ctga tg b+ tg a ctg c + ctg a tg c + tg b ctg c+ 
+ ctg b tg./c]. | | 
Examinind grupul tg a ctg b + ctg a tg b constatăm că 
este o sumá de douá numere pozitive ŞI inverse deci va fi cel 
puţin egal cu 2. Acest fapt se demonstrează in modul urmă- 
A : 1 
tor pornind de la (a — 1)? > 0— a? + 1 2 2a— a-- = 22). 
În paranteză se află trei astfel de grupuri si numărul 2 deci 
intreaga parantezá din membrul drept este superioará lui 8 
ceea ce demonstrează inegalitatea propusă. | 
6. Pornim de la formula cunoscută. EM 
ctg? - 1 
2 
etg a — 7 
2 ctg — 
2 
21 — Gnid de pregătire la matematică E 307 
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cu ajutorul cáreia putem scrie 


etgl o 1 
a 2 a 
1 + ctg a — clg— = 1 + — ctg —= 
2 a 
2 ctg— 
2 
ay. 
` 2 
2 ctg — 
2 


7. Din formula care dă cos 2c în funcție de tg c rezultă că 
cos 2c < 0 sau 1 — tg? c < 0 sint echivalente. 


cos? a cos? b — (1 + sin asin b)? 
A NA d 


1 — tg? c= - E 
cos? a cos? b 
— (1— sim? a1 — sin? b) — (1 + sin a sin 5)?" — (sina + sin b}? oc 


"cos? a cos? b cos a cos b 


9. Din condiţia problemei si din faptul că funcţia tg v este 
crescátoare avem 


sin a; 


tg a, < < tg a, pentru Vi e (1, 2,..., nj 


cos aj 
. De aici tinind seama cá cos a; > 0 (Vi) avem tg a, cos a; < 
< sin a; < tg a, cos aj. Sumind aceste inegalităţi si im- 
ES n 
pártind apoi cu 


l= 


cos a; obținem relațiile de ordine cerute. 
Ă 


9. 0 < (67165) + (185185) + [te 


go 
Me 
> 
ga 
vla 
M 


2 


| 


a ob : 
=2 tes + tg + tg? 3) [te tg + tg 


Dar în condițiile date (a +- b + c = x) ştim cá tg —tg - E 


9749 4 bc : i : 
Tis- tg + tg 7 tg 2e 1 [Relația ce se obține imediat 
i à ; 4 a b c 
din formula care dà tg [S iti] 
| 2- 2 2 
Cu aceasta inegalitatea cerutá rezultá imediat. 
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De e at 


imit 


11. 


12. 


13. 


b a— | 5 
1—8 sin sin > sin == 144 [cos 02 : aiti 
p] 2 2 2 


— b d — 
== simi + eos? A — 4. cos 


"Lu, "T a — b 2 
+4 cos? = = sin? = +|cos SE 2 cos | > 0 


e 


În transformările de mai sus am ținut seama că în condiţiile 


a+ b 


= 


. . C 
problemei sin == COS 
De aici rezultá imediat epa cerutà. 
Se stie cá dacá a+ bcm, 


b 
cos a+ cos b + cos c— 1 +4 sin sin sin £ 


(vezi problema 11.1.10). 
iar de aici, tinind seama de rezultatul problemei precedente 


rezultá imediat inegalitatea cerutá. 
Utilizind problema u 1.23) se obține imediat 
cos — 7 cos cos = — (sin a + sin b-+ sin.c) ^ 


Suma din partea dreaptá, asa cum vom aráta in problema 
urmátoare își atinge valoarea maximă atunci cind sin 4 = 
T 
(3 


de 
— sin b — sin c, adicá atunci cid gy > = Ce 


Cum valoarea maximă a acestei sume este LEN inegali- 


Ll 


tatea cerutá rezultá imediat 


Mai întîi avem : 


a; - : : d. np db dj Ac ira 

sin M — LY = 2 (sin a; + sin aj) = sin ——— ( — Cos x)» 0 
+ a sin ai d sin aj 

adicá sin 20 "iat A 


2 


Folosind raţionamentul inducției complete [vezi si proble- 
2 n n 


"WE 1 | 

re " Q — ! d; , zar o N 

ma (22)] obţinem u$0! sin( A ) [3 > A > sin 4 
É * Li i 1 . 


= “vis 
j | 
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14. 


15. 


16. 


17, 


310 


n 
Tinind seama că > "d; = 7, obținem 


¿=1 


i i q TE 
S < n sin — 
n 


Pe de altă parte se obtservá cá S atinge valoarea n sin—atunci 
i n 


cînd aj— +, Vi deci Smag — n sin—. 
n ll 

> > > .. . .. - v d 
Notind cu u $i v versorii directiilor din problemá avem com- 
ponentele u; = cos d;, Uy = cos b,, Ug = cos c, Şi v, = COS Mo, 
Va = COS by, V3 = COS c4. Produsul scalar al celor doi versori 
.va fi, dacá notám cu 0 unghiul lor, 
cos 0 = u,:», + Ugo + ugvg = cos d, COS da + cos biba -+ 
+ COS €, COS C$ 


De aici tinind seama cá cos 0 < 1 obţinem inegalitatea cerută. , 


Se arată mai intíi că cos? a, + cos? b, + cos? c, — 1. 

=> 
Acest fapt reprezintă tocmai faptul că vectorul u definit, in 
problema precedentă este versor. 
Cu aceasta avem 
(cos a, +- cos b, + cos c)? = 1 + 2(cos a, cos b, + 
+ cos d, COS C, + cos b, cos c) < 3. | 
Pentru evaluarea acestei expresii am tinut seama de problema 
precedentă unde versorul v are componentele cos b,, cos Cr» 
cos dy. Din relaţia obţinută rezultă imediat relația cerută. 


Mai întîi este evident că 

0 < (cos a — cos b)? = cos? a + cos 2 b — 2cos a cos b: 
de aici cos? a — cos a cos b + cos? b > cos a cos b si 

cos? a + cos 3b-> cos a cos b(cos a + cos b). 

La această inegalitate scrisă sub forma 3(cos? a + cos? b) > 
> 3 cos a cos b(cos a + cos b) adăugăm in ambii membrii 
COS? a 4- cos? b si obtinem 

4(cos? a + cos 3 b) > (cos a + cos by, de unde rezultá ine- 
galitatea cerutá. 


Tinind seama de cele arátate la problema (12) inegalitatea de 
demonstrat este echivalentá cu | 


7 Gin A + sin B + sin C) > Vsin A -sin B sin C care este 
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18. 
19. 


o consecinţă directă a relației generale dintre media aritmetică 
si cea geometrică a trei numere pozitive, demonstrată în 
introducerea paragrafului 2 din capitolul 1. 


Vezi problema (1.2.30). 

Se tine seama de relația dintre media aritmetică şi geometrică 

a trei numere tg a, tg b, tg c si se constată că valoarea 

maximă a mediei geometrice (deci a produsului tg a tg b tg c) 

se realizează cînd tg a = tg b = tg c adică cînd a = b = 
" | 


e 


Efectuind transformári identice ale inegalitátii date se aratá 
cá aceasta este echivalentá cu 2 

(tg a + tg c)(tg a + tg b)(tg x + tg d)(tg b + tg d) — 

— (tg a + tg b + tg c+ tg d)[tg a tg c(tg b+ tg d) + 
+ tg b tg d(tg a+ tg c)] > 0 | 

si mai departe, dupá simplificári, ambele sint echivalente cu 


(tg a tg d — tg b tg c)? > 0. 


Vezi problema (13). 


Tinind seama de rezultatul problemei precedente putem scrie 


: A y A sin FB y sia dt 
cip EP tt: e A a A A NER UNES 
go i5 2 2 

sin æ + sin B sin y + sin 8 cx. 
> ar 2 e sin a + sin B + sin y + sin 8 
„2 : 4 


În această relaţie putem scrie = « = A, B=B,.y=64, 
sg AL BEC | 


3 
À+ dB dg. S 
sin 3 = su ELA GLEN 
4 
A+ B+C 


sin A + sin B+ sin C + sin 


2 de unde rezultá ime- 
i | 
A+B+C > Sin_A +sin B+ sin C 
Tee A SS O rr 


diat sin 
"3 
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23. 


24. 


29. 


26. 


27. 


312 


. Am- folosit egalitatea RE tg a œa, Y Tit 


ja cos x + b sin.z| = |a| [cos x -+ tg ọ sin al = 


E |cos|z — ql]. EC Hd unde tg e = Rd si deunde 
x cos ol o] cos o a 
1 į ; 
[cos | CI deum AEL 
VI + tg o V&+b? 


^ b a -3  . A à 
Cu aceasta, înlocuind —*L— cuya? + b? obţinem 
cos q 


[a cos o + b sin 9| < ver + b?; 


m. 
sin a+ tg a ————— > 4 tg SE E 4 24 
: a 2 dh 3g 
Lig — 


kad 


lo Ma 
A 


Stim cá |cos al * si cos a > 0, vae[- 5. =) 


Dar [—1, uc(+3. 5 ceea ce demonstreazá proprietatea 


cerutá. 
Trecind toti termenii in membrul sting obţinem TM 
echivalentá cu cea dată 


y 


mw 
cos(sin 2) — cos E — cos z] > 0 sau 


2 2 


dd 


m cic m sin r— coss) . (z sin z— cosx 
(*) 2 sin(= + A) sin ES EE] <Q 
Dar ştim că sin x + cos ze (— y2 2/2) E Em ez -ceea ce 
2 
demonstreazá faptul că argumentele. sindarilor din inega- 


litatea. (+) sint cuprinse între O sisi cu aceasta inega- 


litatea, dată este demonstrată. 
Tinind seama cá sin x < 1, cos xr < 1, avem 


- Vsin x > sin 2 > sin" v 


Vcos xr > COS T cis £ 


Adunind cele două şiruri de inegalităţi obţinem rezultatul 


cerut.. 
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30. 


Avem tg (a + b) = 


Presupunem — eunoscule  inegalitàlile sin cz «cx <tg z, 


Va o. ES si atunci avem 
9 


€ 


LI i X £ Y 
sin v — 2 tg= + cos? — = 2 tg 
5 2 


¡2 


Y a? ga P | 2 
cas E mE rezultă cà sin xc [ e 
¿ 4 


X Xo. 3D 
Cum lg — > —si sin 
2 2 


N 


ceea ce trebuia demonstrat. 


Utilizînd rezultatul problemei pree asiste și inegalitatea 
sin t « v avem: S65. 


n1 nli n+1 n—1 n+1 


. 1 1 1. 2 
(n1) (a+ 1Y n 
Semnul expresiei din membrul drept se găseşte, după calcule 
elementare cà depinde de cel al fractiei. 
3 2n! — 8n? + 3 
3n(n? — 1) 


> 


Em)= 


iar semnul lui E(n) se demonstreazá uşor cà este pozitiv 
pentru n 2 2. 
tg a+ tg b 


- > 0, în condițiile problemei. 
1—tga tg b i 


Cum tg a tg b > 0 rezultá | 
1 —tg a tg b > 0 si de aici rezultatul cerut. 


Folosind rezultatele problemei (1.62), expresia E(x) se poste 
pune sub forma - 


DN : 
E(x) pre E — eos 4a. 


Valoarea maximá a lui Elx) se realizeazá pentru cos 4x — = ł 
si este egală cu Emag = p ceea ce demonstrează prima con- 


- eluzie. (S-a ţinut seama de condițiile problemei). 


Pentru a completa răspunsul observăm că Emin se realizează 


. 


pentru cos 4r = = — l gi 7 se 


Emin E 


to Ju 
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32. Tinind mai intii seama pentru a € [o. | avem (+) sin a > 


t2] y 


3 
> a—-[vezi problema (28)] si apoi folosind acest re- 


" " a? ai à 
zultat demonstrăm că cos a < 1 "es -i= 2c in modul ur- 


—- 


$ a? a l a? TS, 
mátor cos a— [i == 0 — cos (1) = 52 sin? — = 


a è a a * a 
=2 E sin Ee + sin A 
Dar (inegalitatea x) 
a . a a 
— — Sin — < — 
2 2 48 


a . a a . . a a 
— + sin— < 2— = a [din sin — «i| 
pi 2 2 
Cu acestea 
l a? d a? ai 
cos a < 1 — — 4- 2.— a = 1—— — 
| 48 2 24 
Ín continuare avem 
| a? 
ada — — , 
sin a dinh. - a 
tg a = > a-t > 
cos a a æ 2 
| 6 24 
Pentru a verifica ultima inegalitate se fine seama cá in 
a 
i T Și A a“ at 
intervalul o, 3) expresia 1 — — + E: > 0. 
2 6 2 


33. Rezultatul cerut rezultă astfel : 
au: a x o E , z a e au 
sin 2=2 tg — cos? — = 2tg (1 — sin? 2 ) EE E = 


- ee - 


a 


Y To. . Y e 
deoarece tg — > —si sin? — « —: 
2..2 2 4 


34., Prima inegalitate este evidentă. Pentru a demonstra 


e. x 
cos v > 1— = procedám astfel : 


x a? a? 


0<X1=€os:2+=2 sinó < HE ==: 
2 4:23 
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35. 


De aici obtinem rezultatul complet. 
Interpretarea geometrică * se referă la situaţia curbei 


A . 2 
y = cos Y între dreapta y = 1 si parabola y = 1 — €. 
2 


Pentru a arăta că f(x) = x — sin a este crescătoare pentru 
vt€(— œ, oo) vom arăta că 
fe) — fe) 7 


sgn adică dacă z, > z, rezultă f(2,) > f(z. 
To — Y " 


nt^ 1 
Efectuám calculele pentru x, — 2, > 0. 


(23) — ft) = ta — 2, — (sin zy — sin 2,) = arr eR OT 


udo TX lo + x 
2 2 
Dar 
To — X x+ X ta Yo asl Tə — X 
sin Zoi cos 214% | |sin 22| o raul | nte 
2 2 2 2 2 


ceea ce Înseamnă că semnul diferenței f(x) — f(x) este dat 
de diferența z, — qx, adică e pozitivă si atunci f(x) e cres- 
j ^ 


i cátoare. 


Inegalitatea dintre sinus si argumentul sáu ne dá 


2 


. 5 £ x? 
sin? — < de unde 
` 2m 4m? 

T 2. x \m f a2 1m |. x? 
cos! — = [1 — 2 sin? | —(i———|-[1—m + 
% m E ARE 2m 2m? l 2m? 

mun — 1 22 y? VEN a? m — x2 
EN Leni) — Te.([-—)n-Lcm —| > 1 — m — — 
2 2n? -12m2] 2m? . 


r 


— m? [5s] + e e, (IA mm [s 1 sr t 


^ 2m? 2m 
m pu 
F A d + — + . .. m + Inm i / 
y : 2m 2m 
În condiţiile problemei (|z] < 2m în paranteză avem o 
progresie geometrică a cărei sumă este finitá şi avem 


a x3 f g? 
cos? — > ] = — = 1 oa 
m om Í 1 g? | 00, :2m-—2a*.: 
2m. o 
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3. ECUATII TRIGONOMETRICE 


9. Scriem ecuaţia dată sub forma echivalentă 
ctg 21? = ctg (— Ana), de unde rezultă | 
9ax? — —4rt + kx si pentru soluţiile ecuaţiei date se 


rezolvá ecuatia 
9x? + åa — k = 0 cu kez 
3. Tinind seama că tg u si ctg- u au. acelaşi semn, ecuația 
dată este echivalentă cu | = 
4 
tg 22 + ctg D sau ig 2 2e + ctg 2 = ——— 
Va. ya 
| Prima dintre aceste ecuaţii se rezolvă înlocuind ctg 2x 
ir eN ts oo V e e 


tg? Eun n E 
ART 3 N YS. 
3 


de unde 1, = PUDE Ly = — += 


Cea de a doua ecuatie se rezolvă in acelaşi mod si dă so- 
lutiile principale opuse. 

Un alt mijloc de rezolvare a ecuaţiei date este acela de a 
o ridica la pătrat, cînd dispune modulul. 


4. Observám mai intii că ai 


e 


3 2 — 
2 cost BEI a ode OR +2 —— 7.9 


si deci ecuatia poate fi satisfácutá doar de soluliile comune 
ale sistemului 
2 -p 3r — 4v - .- 
cos? LAMA > 1 
or... 1 


A doua ecuaţie are soluția unică v= 0, care satisface şi 
prima ecuaţie, deci soluţia ecuaţiei date, este x = 0: 


~ 
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6. 


Întrucît [sin 22] < 1 si |sin 51] < 1, ecuaţia dată poate fi 
satisfăcută numai dacă 
sin 2t == 1 şi sin 21 = —] 
$e Ore] sau lin Bz es 1 
Primul sistem de ecuaţii simultane se rezolvă astfel: Prima 
ecuaţie ne dá z = kr + T 


Introducind in ecuatia a doua avem 
Y ^ > E RD M oy on " js k—1 ya 
sin 3|kz ql = sin | kx dec. Æ 1,Vk EL =(— 1)* - 


deci primul sistem, simultan nu are solutii. 


Cel de-al doilea sistem se analizează in mod analog. 


Ecuatia datá poate fi satisfácutá numai de soluliile comune 


ale ecuatiilor 
sin 3x= — 1 
sin 7x = — 1 


Analiza soluțiilor acestui sistem de ecuații simultane se 
face ca în problema precedentă. 


Avem pentru sin x >:0 

sin? r < sin? z, semnul egal avind loc pentru sin x= 1 
cost x < cos? z, semnul egal ariilor pentru cos zr = 1 
Sumind cele două inegalităţi obţinem 

sin? r + cos? v < 1, semnul egal (cazul ecuaţiei date veri- 
ficindu-se numai cînd sin x = 1 si cos x = 0 sau sin z=0, 
cos p = +1 l | d 
Soluţiile ecuaţiei date sint deci 


£= 2k n + gi t= kr YkeazZ: 


' Ecuația dată se poate scrie in forma echivalentă 


o X 1 x xr — : x— 1] 
A cos? LU. 4 cost ti qo? ZU | 1. cos? 2 — Q sau 
2 2 ea 2 
E — 1 a Pa: 
E cos LU — cos z | + sii o 
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10. 


11: 


318 


De aici este evident cà soluliile ecuatiei date sint comune 
cu ale sistemului 


ACE top Va 


= pu] 


2 cos 


" T — Í 
sin y — 0 


-- 


Se scoate apoi din a doua ecuaţie z — y = 2k x si linind 
seama de aceasta în prima ecuaţie, obţinem 


-L E = 
== kr E 


«la 


În final se rezolvă sistemul algebric liniar pentru x= si y. 
Din ecuaţia dată obţinem | 
1^ . 
— arc sin z = 2k n. 
sn AME ERA 
De aici rezultă x ='sinl0 kz = 0 


Ecuatia datá o scriem mai intii 


oT ~ T ; T 

sin — cos r -+ sinx cos — sin| x -|- — 

3 3 3 
4 cos 2x = atem 
sin x cos x sin x cos x 


N 
De aici rezultă 


sin 4r = sin [: =- 3) de unde 


P ; Ü Pin 
4x = 2k tz + sau 4r = (2k +1) x= 
zi 3 


Membrul stîng al/ecuatiei E, se poate transforma : 


: 1 l e ge 
E, = (sintx 4- costa) [ + rnt 4 = L — —sin? 2x] 


sin? x cos? x 


16 + : emu 1 
| qw : | + 4 şi are valoarea minimă. Emin = De + 4= 
sin* 2x á l - 
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13. 


Valoarea maximá a membrului drept este I9 UE, deci 
2 


ecuaţia datá poate fi satisfácutá numai cînd 


sin? 2x = 1 
sin yj = 1 
Sistemul (x) de ecuaţii ne dă soluţiile y = kr + (— 1)* kid 
2 
şi ya E A Vk, peN 
2 4 
Utilizind formula 
| .u-rFv-Fw—uvpw . 
arc tg u + arc tgv + arctgv = arctig Erat di aide AC avem 


1—uv-— uw-—vmw 


x(3 + a2?— a2) 


= arc tg 3x 
14-a?— 3x1? 


arc tg 


de unde rámine de rezolvat ecuatia algebricá, 


x(3 + a*— q?) 
1 4- a? — 3x? 


z JT. 


Comparind valorile extreme ale celor doi membri ai ecu- 
aliei date rezultă că trebuie sá avem simultan ! 


sin ar= 60. 


cos xt = 1 


si trebuie să determinăm valorile lui a pentru care acest 
sistem are soluție unică. 
Solutia generală a primei ecuaţii este ax = kx, Vk e Z, iar 
cea a celei de-a doua ecuație este x = 2pz, Vp € £. 
Din aceste soluţii generale trebuie alese- soluţiile comune 
adică între k si p trebuje să avem relația 

2apr = km. \ 
Observăm apoi cá x= 0 este soluție a sistemului pentru 
orice a si o analiză simplă ne arată că pentru « irațional 


nu mai există alte soluții in timp ce pentru a rațional mai 
există şi alte soluții. Deci răspunsul la problema dată este 


ae RZQ. 
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14. 


15. 


16. 


320 


Observám cá primul termen din prima ecuatie este o sumá 
de douá numere pozitive si inverse deci este mai mare 
sau egal cu 2, in timp ce membrul sting este mai mic sau 
cel mult egal cu 2, deci sistemul dat este echivalent cu 


ipm =.1: 
sin? y = 1 
cos? z = 0 


Acest ultim sistem se rezolvă imediat. 
Sistemul dat îl punem sub forma 
HH 1 : _l— 

AA Lor ye 


2 sin = sin d 


x -+1 pi ; 
cos EV cos 28 008 a 


de unde prin împărţire termen cu termen (presupunind 
cos a 40 (se analizează separat cazul cos a 0): 


 Obtinem: ix mel 


e +y 
2 


de unde z + y = 2kz + 2a, VkeZ 
Rezolvînd apoi prin substituție sistemul 


pa 
cos x + cos y = cos a 


tg = tg a 


obținem x = a Ta + 2kr;, y=a F T +2(p — k)r. 


Analiza cazului cos a = 0 se face simplu. 


Tinind seama de problema (11.1.45), ecuatia datá este echi- 
valentá cu 


tg x—1 = 
ki al AER 2-=V3, sau 


tg +1 
tg E m = ig. a cürei soluţie este 


2=-=-+ km, Vkez 
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17. 


18. 


19. 


Membrul sting al ecuaţiei dale se transformă identic 
A a 1 s 4 . 4 . [i í 
în forma E (sin 2x + cos 2x — sin 2r cos 2x + cos? 2x). 
Iumultind acum ecuaţia dată cu 2 și trecind pe 1 din membrul 
drept in cel sting obţinem ecuația echivalentá. 
(sin 2x 4- cos 2031 — sin 2z) = 0 
ale cărei soluţii se află cu ușurință. 
Ecuația dată este echivalentă cu 
tg 4x = 2V3 cos 2x 
de unde prin transformári identice obtinem 
cos 2 x (2V3 sin?2z + sin 2: — y3) = 0, 
ecuație ale cărei soluții se pot afla cu ușurință. 
Transformînd ambii membri ai ecuaţiei date in produse 
. Pi Al T 7 = * T ' T 
obtinem 3 sin (5-1) cos | —-- 7x | 4- sin| —— 7x |cos| =+ x =0 
4 J 4 4 4 
. A w . 7 T a T Lor] 
Tinind seama cà perechile de arce d. Ts A + zu m — 4x 
4 4 P 


sînt complementare, soluţiile ecuaţiei date vor fi date de 
ecuaţiile simple 


. T 
sin = I J = 


Se observă mai intii că tgr = tg?|r| si notind |x} = u 
avem de rezolvat ecuaţiile echivalente. 


0 si sin (Z — 7z )= 0 


. u 
sin —— - : & 
4) i să 


- -= Ligu 


n T u 
sin | —— — |l. 
4 2 


sau dezvoltind expresia de la numitor si 


simplificind cu 


u 
CUS — 
j 2 Ei x * 
u 
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24. 


25. 
26. 


21. 


$22 


Tinind seama de inegalitatea 
ip sin x -+ q cos 2] < yp? + q? (vezi problema (2.2), condi- 
lia cerută este 


Ir] & Vp? + q 
Un alt mod de rezolvare a problemei constá in substitutia 
tg pen u si cerința ca ecuaţia (r-- q)u? — 2pu + r— q = 0 
să aibă rădăcini reale. 
Rezultatul este, asa cum era de aşteptat, același. 
Scriind cá cos (102 + 12) =1-—2 sint(5x + 6), ecuaţia 
datá se reduce la rezolvarea unei ecuatii de gradul doi in 
necunoscuta^sin(5z + 6). 


După ce se trec toti termenii ecuaţiei în membrul sting si 


A 1 — T - e A ` A £* 
se scoate in factor ig, rámine de rezolvat in conti- 
Tc | | 


"(1l — x) 

14r 
Apoi ecuaţiile algebrice pentru determinarea lui x sint sim- 
ple. 


nuare o ecuație de gradul al doilea in ctg 


După ce se transformă prodirsele din membrul sting in sume 
rámine de rezolvat ecuatia. 


cos x + cos 3x — cos 2r — cos 4x = 0. 
Transformám sumele in produs gi avem de rezolvat ecua- 
tia . | x 
» cos z(cos 2x — cos 32) = 0 
ale cărei soluţii se obţin cu usurintá. 

Ecuafia dată este echivalentă cu cos z(cos 2r — sin 62) = 0. 


Ecuația dată este echivalentă cu cos? a(cos 6x — sin 62) 
(cos 6x + sin 67) = 0. ' | 


Soluţiile ecuației date se obţin din: 
sin 4r = 0 si 


2 sin 2z sin 6r—1=0 
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28. 


29. 


30. 


31. 


. 39. 


Prima ecuatie este banalá iar in a doua primul membru se 
transformá identic. 


2 sin 2r sin 6r — 1 = cos de — cos 8r — 1 = cos 4x(1 — 
— 2 cos 42) 
Deci celelalte solutii se vor obtine din 


cos de = 0 şi cos 4r = cos —. 


J 


Primul membru al ecuației este egal cu sin 3x si deci ecua-. 


lia dată este echivalentă cu 
sin 3x(cos 5x — 1) = 0 


Tinind seama cá sin 3x = 4 sin z cos? x — sin v, cos 3r = 
= cos z — 4 sin? x cos x putem exprima E(x) în forma: 


E(x) = (sin 2z — 1) [4(sin xz + cos x) — 1] 


Pentru exprimarea lui sin 2z in funcţie de u folosim iden- 
titatea u? = 1 + sin 2x si cu aceasta 


E(u) = (u? — 2) (4u — 1). 
Rezolvarea ecuaţiei E(x) = 0 se face acum simplu. 
Folosim identitatea care exprimá pe tg 3x 


tg 3x(1 —tg x tg 2r) = tg x + tg 2x 


pe care scázind-o din ecuatia datá obtinem ecuatia echiva- 


lentá cu. cea datá 
tg x tg 2x-tg 931 = 0 

Mai întîi observăm că pentru definirea corectă a sistemului 
sin y 40. Substituind x= LM y in ecuatia a doua, 
obținem pentru y ecuaţia 

| ctg y = V3 
de unde solutiile sistemului se obţin cu uşurinţă. 
Dezvoltind sin (x + y) si sin (x — y) obţinem sistemul echi- 


valent 


^ 2 sin x cos y + sin y cos x= 1 


Sin x cos y + 3 sin y cos x = 0 
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33. 


Rezolvám acest sistem in raport cu sin r eos y-si sin y 
cos x si avem: 


3 i ^ * | 3 1 : 

Sin T COS p = y SIN Y COS T = — i 

5 ` . 5 
i š a 1 
Cu acestea construim sin(x + y) — — sin (x — y) = — — 
5 5 


de unde aflăm soluţiile 
x= (k+ p) +- = [— 1)* arc sin = + (— 1)? Arc sin zi 
y = (k — p) + = IS 1)* Arc sin + (— pH Arc sin 
9 
E NE Ie pez 


Tinind seama de formula care ne dá tg(v + y + 2), obţinem 


„că în cazul z-+y+z=, avem tg z -Fíg y-íg z) — 


ig x tg y tgz si notind tg x = u, tg y = v», tg z = w avem 
de rezolvat sistemul ut — 3, vw = 6 u + v + w = 000 


care are soluţiile 

uy l, 0, 2, w= 3 

Uy = —1, v = —2 Wa = —3 

de unde rezultá apoi cu usurintá solutiile sistemului dat. 


Mai întîi observăm cà fx] < 1. 


TE n 3x 4x 
Notind u = arc sin —, » = arc cos , avem 
5 xn, Hd 5 
: Ba «5y285 — 9z3 .-" db. /95 — 164? 
sin ri SE cepe m Eh cos D zs. haea 
5 -5 5 5 


de unde rezultă imediat 


* 


4/35 — 93$. 324/25 — 16x? | 


. 3m de 
are sin — + arc cos — = arc cos]. 
5 5 ; 25 25 


De 5 
Ecuatia datá este deci echivalentá cu 4x V25 — 91? — 


— 32/25 — 162? = 252. 
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35. 


36. 


38. 


O soluţie evidentă este x= 0 si dacă se analizează exis- 
tenta altor rádácini reale se constatá cà asemenea rádácini 
nu mai există. 


Folosim formula cos(are sin x) — V1 — a? a cărei demon- 
strare este foarte simplá. 

Trecem 2 arc sin x în membrul drept si calculind sinusurile 
celor doi membri ai ecuaţiei obţinem 


1 — x = cos(2 arc sin 1) = cos*(arc sin t) — sin2(arc sin x) = 
= 1 — 22? de unde x = 22? si soluţia ecuaţiei este z=0 


care, se verifică cu ușurință, satisface ecuaţia dată. 


Observăm mai întîi că ze (0, 1]. Apoi trecem termenul ne- 
gativ în membrul drept si calculăm sinusul ambilor mem- 
bri ai ecuației. 


ym cos (arc sy x) = e de unde -soluția ecua- 
tiei date este z — 1. 

Folosim. pentru sin 3x formula sin 3r = 4 sin x cos? qz — 
— sin z și ecuaţia dată devine: 

sin z(4 cos?r + 2 cos x — 1 — m) = 

ale cărei soluţii sint date de ecuaţiile sin z = 0 şi 


4 cos? zr --2:;cos x — (1 + m) = 0. A 


Ultima ecuaţie în cos z se discută în mod obişnuit, tinind 
seama că soluţiile ei trebuie să satisfacă condiţia |cos x| < 1. 


Ecuația a doua a sistemului se mai poate scrie 


3 
cos xt COS yj = > 
4 


Mai departe se expliciteazá modulul si se considerá sistemele 


COS X COS y-- i | cos x cos y 
sin x sin y-—— si sin x sin y=- 
2kx x x < (2k + 1)x (2k + 1)x «x «x (2k + 2)n 
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Rezolvarea acestor sisteme se face -adunind si scázind pri- 

mele două ecuaţii după care se obţin sisteme algebrice liniare 

de ecuaţii ale căror soluţii trebuie să satisfacă condiţiile de 
mărginire pentru z. 


Pentru ecuaţia cu necunoscuta tg t= u avem 


A = (p + 1)? (4 — q) si ecuaţia are soluţii u reale dacă 
q <4 si soluții O în caz contrar. (Deci ecuaţia 
dată are soluţii pentru q < 4). 

În cazul q < 4, semnele rădăcinilor se discută în mod obiş- 
nuit. 


b) tg x= 8V2 cos? a sin (Z pm s T a) 


326 


c) z= km şi a = arc tg 2( (2+v2). 


Sistemul dat este echivalent cu 


' ' 
sau mai departe cu | c 


2 —y=— 


de unde se obţin soluţiile cu uşurinţă. 


b 


. . * A . T " a 
Simplificind ecuatia datá cu , unde p = Arc tg— , 


| cos q b 
obţinem ecuaţia echivalentă 
sin(ọ + 2) = sin(o + mz). 
de unde se obțin solutiile 


dkr 2k + Dr — 2 ^ 
mp (BEP Un m de wks 
m— 1 mA] 


E == 
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XN 
d 


46. 


Înlocuind tg x, ctg x si ctg 2x in funetie de sin x, cos z, sin 2x, 
cos 2x, ecuația dată devine 
m- sin 2v = n sin x 
ale cărei soluții sînt date de ecuaţiile 
. n 
sin t= 0 cos t = — 


2m 


Trecind sin x cos x in membrul drept si ridicind la pătrat 
se obline ; 
i cos t sin x (sin x cos t -+ 4) = 
ale cărei soluții rezultă imediat si verifica d de ori- 
gine. i 
Trecind toli termenii in membrul sting si punind sin x + 
+ sin 3x = 2 sin 2x cos x, 1 + cos 2x = 2 cos? x, ecuaţia 
devine 

cos x (1 +2 cos r)(2 sin x — 1) = 
si sub această formā se rezolvă imediat. 


Tinind seama y pentru r + y + z = z, avem tgx + tg y + 
-+ tg z = tg x tg y tg z si folosind proprietățile sirului de 
rapoarte eg zale se obţine prin operaţii elementare tg t = 


a E z a 
= 0 tg y = bh, t8 r = C imde EE ȘI Anat da zi iar de aici 
abc 
Ed, Y rezultá imediat. 
Notám valoarea comuná a celor trei rapoarte cu A si atunci 
cos 1 = dÀ, COS Y = bà, cos Z = c. 


În plus din ecuaţia a treia rezultă cos z = sin(x + y). Pentru 
determinarea lui à avem atunci relaţia 


= ET + RE 


care ne dă pentru A? soluţia 


me GP — e (aè + yy peur 


/ 4 a? 2 p2c2 - 


de unde nolind «4 b+ c= 2p, obţinem pentru A = 


4 A Vip — axp — 9p — o 
abc l 
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.4. INECUATII TRIGONOMETRICE 


Impártind inecuatia dată cu 2 obţinem 


T 1 

COS |f — —| >— = C0S Ly 
6 4 

unde am notat cu 2 arcul din cadranul întîi care are co- 

- 1 

sinusul egal cu n 

De aici tinind seama de variaţia lui cos a între O si 27 se 

obtine imediat 


7 T de 
Ent [— to 29] sau ze]? — ay «t|. 


Trecind pe —1 in membrul sting obtinem inecuatia echiva- 


lentá 2 sin ra vr sin > 0.: 
3 2 Qa HOGAR e 


Întrucît toate funcţiile care intră în inecuatia dată sînt 
periodice, cu perioada 47, este suficient să determinăm va- 
lorile lui z din [0, 4x] pentru care inecuatia este satisfăcută. 


Factorul sin — „este nenegativ pentru orice valoare a lui 
z € [0, 27]. Studiul factorului cos 5 — sin = ne dă 
j : i 5 
cos — — sin — >.0 pentru velo, zi i 27. 
2 2 - 2 4j: d 


Cu acestea solutia inecuatiei date este 
(4s. Akz + E U (i +2) (4k + 2) + =) 


Mai întîi observăm că ambii membri ai inecuatiei date sint 
pozitivi pentru orice valoare a lui x, ceea ce ne permite 
să o ridicám la pătrat obţinînd inecuatia echivalentă: 


4 sint x — 23 sin? x -+9 sin + 10 <0 
De aici avem 


- (2 sin x + Dísin z — 1)(2 sin x — 5) (sin x — 2) < 0 
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> 


4 


ale cărei soluţii sint 
ör | ! T 
€ 2k — "ru — — U 2kr d e) 
6 T 9 
Inecuatia dată este echivalentă cu 


cos? 2x — sin? c 


" < i 
I8 cos a cos? a OM 
v? | a 
si mai departe cu sistemele simultane 
0 < cos x < V2 ; | eos c > y2 
cos? 2x-> 1 cos? 2r < 1 


Primul sistem admite drept soluţie == 2km, al doilea nu 
are solutii. iic 


Inecuatia datá este echivalentá cu 


tg x2 
tpm e A) 
tg x +1 


sau mai departe cu tg < —2 sau tg x > —1 ale căror 


soluţii se obţin ușor. - 


Mai întîi este necesar ca ctg x > 0, ctg x 4 1 si 


1 + sin x E L : 

——— > 0, cos. x z 1, ceea ce ne dà pentru x 

1— cos x : ! ` 
/ 


ze i (ia ka + SNR L =, VkeZ. 


In aceste condiţii inecualia dată este: echivalentà cu siste- 
mele de inecuatii simultane.. : 


"0 <etg x < 1: cta x > 1 
sin x(1 + sin x sau in x sin x 
(1 4 ) al o < Sin a + sin x) 
cos a(1 — cos 2) Ds cos a(1 — cos 2) 


<] 


f 

Pentru rezolvarea acestor inecualii. este necesar sá se stu- 
dieze semnul expresiilor 1 + sin x — cos z si cos a(1 — cos 2) 
ceea ce se poale face cu uşurinţă dacá se foloseşte iden- 
titatea 


p j [] L] c i : a z x = 
sina — tos x = B. sin. ros > EN y 
I j- sin à [sos = + sin ]- 


t 


9» 
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Mai intii trebuiesc satisfăcute condiţiile tg x > 0, tg x x 1 


APR 5 
si sin? x > —. 

12 
În aceste condiţii inecualia dată este echivalentá cu siste- 
mele de inecualii simultane. 


U<tpr:<l1 ug t >] 


E 5 sau " 5 
igri/si?vzr-—-—--1l tg x i/sin? z— —— 1 
: IET 12 


Tinind seama cá una din condiţiile de definire a inecuatiej 
este tg xv > 0, pentru rezolvarea inecuatiilor simultane vom 
impárti ultimele inecuatii eu tg x si le vom ridica apoi la 


a 


pătrat. Ca rezultat vom avea de studiat semnul expresiei. 


12 sint + 7 sin? z — 12 


ale cárei rádácini reale sint sin T = 


— 


Cu aceste indicaţii inecuatia dată se rezolvă fără dificul-: 


táti. 


Se înmulțește inecuatia cu 2, se trec toli termenii in mem- 


brul sting si se descompune acest membru aducîndu-se ine- 


.cuatia dată la forma echivalentă. 


(1 — 2 sin z)(1 — 2 cos x) > 0 
care se rezolvă fără dificultăţi. 


Observăm mai întîi că membrul drept al inecuatiei este ne- 
negativ ceea ce impune pentru membrul sting condiţia sin x + 


4 


+ cos 2 > 0 adică 2kx < x < (2k + 1)7 KT sau 


Ak + 1)n < x « 2(k + 1)x = VE În aceste condiţii se poate 


ridica inecuatia dată la pătrat si se rezolvă uşor că inecuatia 
echivalentă de gradul al doilea in sin 2x 
2 sin? 2r — 5 sin 2: + 1 «0 3 


Avem 


| sin? a + cos? 2 | «| sin? x| + | cos? z | ssin? v + cos? x = 


s 


aleg y3. . 
Deci inecuatia datá nu are solutii. 
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13. 


Sistemul dat este echivalent cu 


(cos t — sin x)(l + 2 sin v) > 0 


1 1 
— — > (08 T > — 
2 "d 
Prima inecuatie aie drept solulie 
xe (2t. Akx + =) U Dk s Iz + z. (2I: -L i»: ps z) U 
4 


U [es + 2)m, (2k + 2) — A 
A doua inecuatie are soluția 


T 


Pe (2t. okz +=) U [2x7 TA, QE Da+ Sl U 


U [en E 22] 
Deci solutia sistemului cerut va fi 


ze ek, 2kz + z U (a: + Da+ c Qr + Dm + i E 


U (cat 4-2) H 


Utilizind formulele sin 3r = sin z (4 cos? x — 1), cos 3r = 
= cos z(1 — 4 sin? zr) sistemul de inecualii date devine 


X 


sin (1 — 2 cos? 1) > 0 
sin? x cos 2>0 | 
ale cărui „soluţii sint | s | : 


vef2kn + 2, 2kr + 2] U (Cr+ mu k + Dr — 5]. 


i "AS. ; * E 
Tinind seama cá —— cos z 7 0, VreR inecualia dată 


se poate scrie 


Lau n 32 
," 


rl 


SU ow s R 
sin — | 
2 ; 
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iar mai departe, notind 


s v 
Sn — | = ID avem: 
2 


4u? — du H1 <0 


N | 


Vos ; 1 NP. 
a cărei soluție este i ae adică sin a 


Inegalitatea dată este satisfăcută de punctele din domeniile 
hasurate în figura 6.1. 


Mai întîi trebuie să avem sin 22 > 0, adicá c e (r7, kr + 


E z) — I. Pentru k par, size avem sin x > 0 cosz — 0 


si inecuatia. dată se scrie 


(ysin 2 + cos 1) = i- 


si tinind seama- de problema: (4.2. 27) gásim cá “această ine- 
cuatie este satisfăcută V x e I. LE 


Pentru k impar si ze avem sin x < 0, cos t < O şi ine- 
cuatia dată se scrie. 


(y— -sin a OET — cos zr)? > l: 


În concluzie soluția problemei propuse este zel. 


/ 
T bel | 
Lr p 


M7 
| ü 


jeu 


Fig. 6.1. 
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Reprezentám grafic cei doi membri ai inecuatiei sau rezol- 
vind inecuatia t? + r+ 1 > 1 constatăm că ye (— oo, 
—1) U (0, o) 22+2+ 1 > 1 > sin z deci toate aceste 
valori ale lui x satisfac inecualia dată. 


Rimine deci de studiat dacă inecuatia mai are soluţii si 
în intervalul (—1, 0). În acest interval 12+x+1>0 
iar sin x < 0 deci inecuatia dată este adevărată pentru orice 
el. 


heprezentind cei doi membri ai inecualiei date vom avea 
șase puncte de intersecţie ale curbelor y, = sin cx si Y, = 
= lg |x| (fig. 6.2) ale căror abscise le notăm 2,, v, 74 și 


Ti E Ta. In aceste condiţii inecuatia dată va fi satis- 


făcută pentru 
ze (—o, 23) U (to 2) U (£r 22) U (23, 00). 
Pentru xE (2%, Or -L = 


- 


| avem tg v-d-ctgrz2 jar 


: T > y ; » MW on 
„sin E +3) X 1 deci inecuatia dată este satisfăcută pentru 


toate aceste valori ale lui 


Pentru ze [az +=, (2k + 23 avem tg x+ ctg a < 
< —2 si inecuaţia dată nu poate avea soluţii. 


Pentru ze [er + Dm (2k + 1)x + =) , avem tg de 


- 


+ ctg x > 2 iar sin (e+ teste. negativ, deci inecualia e 


satisfăcută oricare ar fi x din aceste intervale. 
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- 
ik 


'Pentru ze E + 2)r, (2k + 2)x ; | inec uatia nu are 


2 


soluții. 


Inecuatia dată este echivalentá cu 


i ; ll... 29,.]2 
sin t—-—sin 3%] «0 


si solutiile ei se gásesc din ecuaţia 


` 1 . w 
sin x= —sin 3x care se rezolvă ușor: 
2 | 


Inecuatia datá se poate scrie sub forma 


4 sin?x sin? 3x — 4 sin x sin? 3x 
e) AAA > 0. 
NS 4 sin sin. 3x 

Formind la numárátor un pátrat perfect, il vom putea scrie 
(2 sin z— sin? 3r)? + sin? 3x(1 — sin? 3). 


De aici rezultă că semnul fractiei din inecuatia (*) va fi dat 


de sin x si deci inecuatia e satisfăcută pentru orice z € (0, 


7). 
Ridicind inecuatia la pátrat obfinem : 


| sin za je 0 . 


ceea ce este adevărat pentru ze RN fi ab 


9 


u(3 T uy >Í 


Notînd tg x = u, inecuatia dată se transformă în - 
1 — 3u? 


care după ce se pune sub forma echivalentă . 


(u + 1)(4u — u? — 1) 


i "amr > 0, se rezolvă cu uşurinţă. 
— 30 e 


Mai întîi este necesar ca 1 + cos x 40, adică x 4 (2 k + 1)7 


1-4 cos v Ss 0 
= (> 0) 


- 


În aceste condijii inmullind inecuatia cu 
o putem pune sub forma 


. , T 600m. 
sin dine < Sin a o putem rezolva uşor. 


LS 
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26. 


27, 


e" 


O altă metodă constă in transformarea inecuatiei date în 
x > . . ¿ 
forma es < y3 care, de asemenei ne conduce imediat la 


solutii. 


i] " | Ps 3 
Inecualia dată se poale pune sub forma sin? 2x > È sau 
i 4 


Va Pf. Va] o: 
sin Dp eue sin 2x AA > 0 de unde se obţin cu 


uşurinţă soluţiile. 


Membrul sting al inecuatiei date se poate transforma iden- 
tic în 


cos cr 
2(1 + sin x) B 


după care inecuatia dată se rezolvă uşor. 


Notind tg x = t, inecuafia dată devine 

Af — 4 + 4L— 1 € 0, cu condiţia 0O<t<l. 

Studiind rădăcinile reale ale polinomului 4/3 — 41? + 4t — 1 
se constată cá acesta are o singură astfel de rădăcină situată 
între 0,3 si 0,4. Se caută această rădăcină iraţională cu aju- 
torul metodelor coardei si tangentei și dacă notăm 1, această 


rădăcină avem pentru necunoscuta f soluţia f e (0, 1) de unde 


rezultă si soluţia pentru z. 
Inecuatia dată este echivalentă cu 
2 
tg x +1 
iar aceasta la rîndul ei se poate scrie 


< 1 


1—tg zx Lx EN. 
1-4 tgx 4 

ale cárei solutii se gásesc imediat. 
Inecuafia dată este echivalentă cu 


care se mai poate scrie. 


tg vr > tg(90? — 4a) 


ale cárej sohiţii -« se găsesc uşor, 
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Inecuatia dată se transformă identic¿in 


care devine imediat | cos v| > — 


iar soluţiile ultimei inecuatii se află ușor. 
Inecuaţia dată este echivalentă cu 


g X—1 € o 
es a 4/3 
tg v--1 


sau tg [E] < tg 15 
ale cărei soluţii se află cu ușurință. 


Perioada funcţiei tg x este m iar a lui cos 3z este 5, Cel 
mai mic multiplu al celor două perioade este 27, deci este 
necesar să studiem cele două inegalitáti pe intervalul 
[0, 27]. Intersectind intervalele pentru care sînt satisfăcute 
cele două inecuații se panete soluția Stem din inter- 
valul” 10, 27] - | p GM EE EA 

(*) Sa z e (80°, 90) U (225 Gam ER 


Solutia generalá a problemei se obtine adáugind la (*) un 


multiplu de 360". 


Soluţia problemei este dată de domeniul i. Masürat din fi- 
gura 6.3. | 


Inecuatia datá este echivalentá cu 
E 
1 — tg — 


Tem 
2 


care se poate rezolva direct sau pusá sub forma 
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Considerám funcția Arc tg 1: (—0, 0) > [- PE H si no- 
tám Arc tg x= u; inecuatia dată este satisfácutá pentru 
„ue(—o, 1) U (3, oo) si tinind seama de domeniul valo- 


rilor funcţiei u = - Are tg r avem u [> 1) 


Considerăm. graficul funcţiei u = ATC le r şi epg u-—1 


şi u = 3 găsim mai intíi e tg 1) 


337 
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Mai întîi observăm că pentru a fi definiti toli termenii ine- 


.galitátii trebuie ca x e[0, 1]. 


În aceste condiţii EAR dată se poate serie linind seama 
de relaţia 

are sin u — are sin v = are sin(u Vi — v2— v V1 —u2) 
sub forma 


are sin[(1 — x) Vi 2 — x Vz — 2)] > 0 


1 3 


JS eri 


Se consideră functia y = arc sin w: E 


pentru care avem 
arc sin w > 0. Dacă we(0, 1), 
Cu acestea inecuatia datá se reduce la sistemul 


| 0«ü—2yi —2 —2y258—2) «1 
xe[o, 1]. 


Știm că pentru a fi definit arc sin (a? + 1) trebuie ca z? + 
+1 <1 adică 2=0 pentru care dacă avem în vedere 


w |: 


, = — [—1, 1] obţinem arc 


- 


funcţia y = sin(x? +1): I- 


"E | 


sn 1=%=<20, 
2 


Solutia inecuatiei date se obtine din inecuafia echivalentá 


l T 
Hg m 
x 4 


ale cărei soluţii sint în domeniul hasurat din figura 6.5. 


Intrucit pentru orice z, yj € R avem 22+ y? > 0 inecuatia 
datá este echivalentá cu 


(2k + 1) x < re? + y?) < Ak + 1)& pentru k = 0, 1, 2, 
3..., adică Vk} i < Va? + y? « Vk + 1) 


Punctele care satisfac aceste inegalitáti se aflá in domeniile 
hasurate din figura 6.6 pentru k= 0, 1 adică se află în 
nisle coroane circulare deschise care alterneazá cu alte co- 
roane circulare in care inegalitatea nu este adeváratá. 
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Tm LUNETTES a m 


Fig. 6.5. 


Conditiile de existentá ale lui f(x) sînt 
2—1>0 
t v 0, 
8 3] 


„ale căror soluţii se găsesc prin intersecţia soluţiilor pentru 


fiecare inecuafie în. parte. 


40. 


41. 


Condiţiile de existenţă ale funcţiei date sînt date de 

a | 2% : 

; 1+ 

iar soluțiile acestei duble inegalitáti (nestricte!) se află 
uşor. RS TA 


«i 


Condiţiile de existenţă pentru f(x) sînt date de inegalita- 
zc ; ii patrum 
tea dublă — $ sin £ «ale cărei soluţii se găsesc uşor. 


“Condiţiile de existenţă pentru f(x) sint date de sistemul de 
inecuatii simultane. l 


r>0 
|. sin yz > Dj." 
- A doua inecuatie este echivalentă cu 2km < Va «(2k4- Dr. 


23 — Ghid de pregătire la matematică uo 4 ggg 


Poze teu TID 
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43. Condițiile de existenţă a lui f(x) sînt date de relatiile 
t O0. 


. T 
sin —>0. 
c 


xv 
me 


. Condițiile de existenţă a lui f(x) sint 
X. 
cos (lg v) > 0 
a doua inecualie este echivalentá cu 


lg c e (27, 2 Ókz +2]U (2 TA (2k *35]. 


. PROBLEME REFERITOARE LA TRIUNGHIURI : 
SI POLIGOANE 


1. Utilizind teorema lui Pithagora generalizată (a? = b? -p c? — 
© —Bbc cos A) relaţia dată devine 


- 


care poate fi pusá sub forma echivalentá 


Preta c2 4 a2 p (a2 -+ b2—c2 
e EA buco T —————— — 1 —————— + 1 |= 0. 
| 2bc Bal 2ac | 2ab T | 


După calcule elementare se găsește că relaţia dată poate 
Îi. pusă sub forma 


(a + b — c) (a + c — b) (c + b — a) en 


2abc 


Această ultimă relaţie contrazice cel puţin una din relaţiile 
de ordine care trebuie să fie satisfăcute de către laturile 
: unui triunghi. 
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3. Adunind numárátorul cu numitorul si scázind numitorul 


Tinind seama de relaţiile de bază ale trigonometriei avem ` 


i 1 A + D D.C A sa ai 
z 4 e tos [E B dls B o) XE 
; Ó 1 
-+ sin [5 ei 
(4 TTA 4 
Dar tinind seama că A+ B -- C — v, avem: 


CO us T LES] = cos Eti tS) 


si cu aceasta 


o E 0 
E22 sin [LI =) [eos [ F + E 


=4 sin (5 +2 gs 2] sin a (2 E+E) sin (3 +5) 


din numărător, relaţia de condiţie se poate scrie 


| A+B 
cos 
1+ cos(A + B A—1__ 2 
14-co(A— B) A+1i oos AA 
à 2- 


Pe de altá parte din relatia sinusurilor se scoate 

A—B 

/ Ar R COS ————— 
a+b sin A + sin B __ 2 


c sin C | sin A T B cos A+B 


sin 


Lal 


P i e ' 
Din cele două relaţii se obţine imediat 


ab | AH 1 
er A—1 


gd ED 
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„4. Condiţiile problemei se pot scrie 
| A + B.+:C= 1800 


A 4+- C = 2B 
sin A + sin C = cos? B. 


Primele două relaţii ne dau B — 60? de unde rezultă 
A + C = 120" 


sin A + sin C = — 
iar acest ultim sistem se rezolvá fárá dificultáti. 
5. Din relatia sinusurilor rezultá relatiile 


sin A sin B 
C .bLc 


RN 
| 


. , = 
sin C sin LE 


cu ajutorul cárora expresia datá pe care o vom nota E de- 
vine 


E sin A cos A + sin B cos B — sin C cos C sin 2A + sin 2B — sin 2 
. sin A cos A + sin B cos B+ sin Ccos C sin 24 — sin 2B + sin 2C 


care se transformá dacă ţinem seama că A z B+ C în 
E = tg C-ctg B: | 


3 


6. a) Considerăm mai întîi dată relaţia 


UB A C 
sin — — sin — sin — 
2 '2 


— 


. ^ l : | E . : -v B 
Tinind seama de ea si de faptul că Pien 9) 4 Te putem 

a BS Qr. A: -G AC ug 
serie si sin — — cos = COS —cos — — sin — sin — 
i 2 2 2 2 2 2 

> Å C 

= sin — sin — 

2 2 


m d 
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pheg 6 A G . A 7 
O sin sin == tos = cos — sau cos AEE uu 
2 2 2 -9 


A 


AE aea G 
== BID — SIN — 
2 


şi in virtutea condiției A + B+ C = 180° rezultă 
.. B >» ÅA a G - 
sin — — sin — sin — 
2. 2 


ln acest fel echivalenta celor două relaţii este demon- 


stratá. 
b) Din relatiile sinusurilor rezultà 


a—c sin asi: d = 2 2 
TEAM A A C 
E sa tg — +.tg— 


Pe de altá parte din aceleași relații şi din tg z igl- 


1 E 
— — rezultá . 
2 de = 
DD pc ALCA Qui. 
TEIL LEM = ctg === l 
a C sm sin yes T 
` tg — + tg— 


Din cele două relații obținute rezultă relația cerută: 


c) cos 2B = 1—2 sin? B=1—8sint Z cos B 1 — 
as 2 i 


— 8 sin? 2 + S sint E 3 Vx, De «ici rezultá imediat 
2 B= 90— 2 si B = 36°. 

cos a le COS A cos £ — zc sin sin = 351n.-S sin Ea. 

i 2 2 2 > a 

+= (151) 

Pentru aflarea unghiurilor A si C avem relaţiile 


| A + C —« 14%, 
A — C — 2 Are cos 251) 


343 
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i — B A+B 
Y | " 4 ) 


se CM, B. C 
1"— 8 sin — sin — sin == 1 —4 [cos — COS 
2 9 9 | 
i "TET y i + B]? HT 


Tinind seama de formula 


pl 
= cos u si de definitia arcelor «, f, y, obtinem 
14 tg 
mios pea da pill uL 
I a+b+e 2 a+b+c 2 a+r+bw+=e 


de unde rezultá imediat identitatea cerută, 


Tinind seama de formulele care dau tangentele. jumátáti- 


lor de unghiuri ale unui triunghi avem : 


PI oL. aa tol tg 
/ 87 8 


unde p este semiperimetrul şi S =Vp(p — a) (p — B) (p —c) 


10. 


1. 


344 


este aria triunghiului. 

Pe de altá parte tinind seama de expresiile pentru tg «, 
tg D, tg y din problema precedentă se verifică imediat re- 
latia cerută. 


Laturile triunghiului ABC sînt ri + r$ r,-- T4 T+ r3 
semiperimetrul p = rı + r4 + r4 si 


d | C 
tg "1 -| i tg 2o —À— UE tg == 
Lu 


Tyr, + Ta +13) + Ta + n) 2 


fm — Tla 
Ta(T1 + Ta + r3) 


Tinínd seama de formula din problema precedentá care 
dá o relatie intre S si p, gásim : S= (r4 + ra +F Tai To Ta 


Demonstrám mai întîi cá in aride triunghi avem : 


(*) ctg A = A (A, B, C, a, b, c; sînt unghiurile si . 


laturile triunghiurilor). 
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Pentru aceasta avem din relațiile sinusurlior si a lui Pi- 


thagora 
b? -- c? — a? 


a * y * 
si = — cos A= si deci 
sin Á SR Sba 
2.L c2 — a? b? -p c? — a? A 
ctg A = utn = — (am folosit formula S = 
= abc 45 


4R 


Aplicînd această formulă în triunghiul format de mediana 
a 


din a (na) latura AB(= c) si jumătatea laturii BC [= 5) 


rrt RE "P 1 
avem dacá tinem seama cá aria acestui triunghi este - S 


A l 
ma + — — c 
4 4mă + a? — 4c? b? — c? 


ts a = Re = 
A 25 8S — 4S 


înlocuind 4S = 2bc sin(B + C) si apoi rapoartele — şi 


C “as A A 7 
— din teorema sinusurilor obtinem : 
b 


sin? B — sin? C _ sin(B + C) 


ctg « = = 
"^ 2 sin B sin C sin(B + C) sin B sin C 


Seriind teorema lui Pithagora generalizatá pentru diago- 


nala BD in triunghiurile ABD si CBD, tinem seama de 
relația x A + x C = 180? si scázind rezultatele obţinem : 


. 2 2 — p2 — 2 
(*) cos A = QUU drum be (Am notat AB = a, BC- b, 
2(ad + bc) 


CD — c, DA = d). 
Calculul lui sin A — V1 — cos? A ne dá NE 
9 MM HM —  —— 
- — — b — —d 
iru d (pp — A pd 


Scriind acum aria S ca suma ariilor triunghiurilor ABD si 
CBD obţinem 


S = Sap + CBD = — (ad sin A -- bc sin CQ) = 


[ 
LI 


sin A —- 


2 


de unde rezultă formula cerută. 
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16. 
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Tinind seama de rezultatul problemei (11) pentru a obtine 
rezultatul cerut, este suficient să demonstrăm că 


sin(B — — C) sin(A — B) sin(C— A) _ 0 
sin B- sin C sin A sin B sin A sin C m 


Aducínd la acelaşi numitor si transformind produsele in 
sume obtinem identitatea de mai sus. 


Tinind séama de relaţia sinusurilor într-un triunghi, iden- 
titatea cerută este echivalentă cu 

sin? A cos(B — C) + sin? B cos(C — A) e sin? C cos(A — B) 
= 3 sin A sin B sin C. 

Notind cu E, membrul sting al acestei relatii il vom trans- 
forma succesiv (tinind seama cá A+ B+C= 180°). 


By = z [sine A (sin 2B + sin 2C) + sin? im 2C + 3 EN 


+ sin? c(sin. 2A + sin 22] — sin A sin B(sin A „cos B+ 


+ sin B cos A)+ sin A sin C(sin A cos C+ sin C cos A) + 


„= sin B sin C(sin B cos C + sin C cos B) = 3 sin A sin B. 


sin C. 


Procedind ca in problema precedentá se aratá cá relația 
dată este echivalentă cu : 


sinó A sin (B — C) + sin? B sin (C — A) + sin? C sin (A — 


—B)=0 
Notind cu E, expresia din membrul sting al egalitátii, o 


transformám succesiv (ţinem “seama cá A-+B-+C= 
= 1805. 


E, = Z sin? A (cos 2C — cos 2B) +sin? B (cos 2A — cos 2C) + 
+ sin? C(cos 2B — cos 24)] = sin? A(sin* B — sin? C)+ 


sin? B(sin? C — sin? A) +sin? C(sin? A — sin? B) — 


Folosind relaţia (x) din problema. (11) avem 
4(ctg A + ctg B + ctg C) — TIT 


de unde rezultă imediat relaţia cerută. 
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18. 


19, 


RES sin ape, “avem s= S ABD + DENS 


E L (ab + cd) AC 


. sinusurilor, identitatea de 


Ridicind relafia sinusurilor la pátrat, folosind proprietatea 
sirurilor de rapoarte egale si tinínd seama de relaţia de 
condiţie, găsim imediat 


(x) sin? A + sin? B + sin? C=2 


Înlocuind sin C = sin(A + B) si efectuind unele transfor- 
mări ale ecuaţiei (+) obţinem | 


cos A cos B(sin A sin B —1) — 0 


ceea ce ne aratá cá triunghiul in care se verificá relatia datá 


este dreptunghic. Fie A — 90*. Avem atunci: 

a=2R, P -p = @ = 4R 

b +c = a+ 2r = 2(R + r) 
De aici rezultă b şi c gi apoi unghiurile B si C. | 
Fie AB — d; BC. -bCD- Cc DA: = d. Tinind seama că 


„din teorema. sinusurilor rezultă sin A = an sin C si sin B — 


(ad + bà BD 
AR 


zp ~ De aici 16 R*S1— (ad bc)(ab--cd)AC- BD = 


— (ad + bcY(ab + ed) (ac + bd) unde AC-BD = ac + bd . | 
reprezintă teorema lui Ptolomeu. 


Dacă se tine seama de pro- . 
blema (12), se obţine ime- 
diat rezultatul cerut. | 


Tinind seama de teorema 
demonstrat este echivalentă D 
cu 
E— Sin? A sin(B —() 
sin B+ sin C 
sin? B sin(C — A) Es 
sin C + sin A 


sin? C sin(A — B) 0 - 
sin A + sin B EAS i. Fig. 
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Expresia E o putem transforma succesiv 
sin A sin(B + C) sin(B — C) sin B sin(A + C) sin(C — A) 
sin B+ sin C T: sin C -+ sin A 
TA sin C sin(A +3B) sin(A — B) — sin A(sin B — sin C) + 
sin A + sin B 
+ sinB(sin C — sin A) + sin C(sin A — sin B) = 0 


Notám cu S si p aria si semiperimelrul triunghiului dat si 
utilizăm formula cunoscută S — pr, unde r este raza cer- 
cului înscris. Aplicăm apoi teorema sinusurilor in triun- 
ghiul a cárei arie o cáutám gi linind seama cá unghiurile 


A ; "S RABO CO Ai A+ B. g 
acestui triunghi sint respectiv - ; E j = găsim 


+- 


aria căutată sub forma 


2(p — a)(p — b)(p — c) da A Ba Be .C-rA 
p : a A N 7. S Ne e 


Tinind seama de un rezultat intermediar din problema (11) 
pe care il aplicám in triunghiul format de douá laturi ale pa- 
ralelogramului si de diagonalá si de teorema sinusurilor in 
acest triunghi obtinem : 


4S 2ab sin A 


ap? — (a — by(a 4- D) 


¡o "ctiga- 


2. Vom calcula aria S, a 
AA BO ale cárui unghiuri 


sint E Pi: 
i 2 
io ERE. 
2 
— gp A 
1 = — resi bs 
+ EB)=5 [ete m 
B 
eal) 
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24. 


" eT . A A, B 
Din aceastátrelatie se obţine «sin sin — = r sin F 4- z| 
% « 
= am 2 


Repetînd același procedeu pentru ADCO si tinind seama 
IAB: CB 
A+B Ct 

2 2 


e. AB C+ D 
ca sin : = sin T | 


ed 


sint suplimentare, 


obţinem prima relație cerută. A doua relație se ob tine in mod 
analog. 


Impártind aria patrulaterului ín douá părți Sapp si Sgcn, 
prin diagonala BD avem 


S=- (ad sin A + bc sin C) 
Pe de altá parte teorema lui Pithagora ne dá 
BD? — a? + d? — 2ad cos A = b? + c* — 2bc cos C 
Cu cele douá relatii alcátuim sistemul 
! | ad sin A + de sin c= 28. 
be.cos C — ad cos Á = lg. + c? — a? — d?) 
care ne dà | 
a?d? + bct — 2abed cos(A + C) = 48? 4 —- (b2 + c — a — 
— d2y | 


De aici rezultá cá valoarea maximá pentru S? (si deci pen- 


tru $) se- realizeazá pentru cos (A+-C) minim adică pen- 
tru A+ C=— 180, 


Relaţii trigonometrice cunoscute ne dau : 
E = sin? A + sin? B + sin? C = 2 — (eos 2A--cos 2B + 
- -- eos 20) = 5 2 +2 cos A cos B cos C — 2(1 +. 


+ cos A cos B cos C). 
De aici avem 
sin? A + sin B + sin? C —2 = 2 cos A cos B cos C. 


| 849 


CE Scanned with OKEN Scanner 


25. 
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Dacá triunghiul e ascutit unghi dreptunghi sau obtuzunghi, 
atunci membrul drept e respectiv pozitiv, nul sau negativ, 
ceea ce demonstreazá proprietatea cerutá. 


. l b Si 
Folosind formulele cunoscute S = pr S5 = A Sic, si teo- 
rema sinusurilor avem succesiv: 
1 0 p | a+b+e oo sin A + sin B+ sin C 
T S ab sin C + be sin A + ac sin B 2R sin Á sin B sin C 


Pe de altă parte exprimind aria S prin formulele de tipul 


a? sin B sin C 


1 

S = — a ha = ásim 

9 x. 2snA eur 

Ead A um 
ha | hy he. 2R|sinBsinC sin C sin A 


1 __sin A+ sin B+sin C 
sin A sin BJ  ¿2R sin A sin B sin C 
IX. EN | E SA, AIR 
Relaţia pentru— din problema precedentă ne dá imediat 
i f r 


E | 1 NUN DE 
— = sau r = 4R sin — sin — sin — 
r . A,B,C 2 2 2 
4R sin — sin — sin — X 
2 2 


— 


Pentru calculul lui ra (de exemplu) avem: 


Ta =P tg = R(sin A + sin B + sin C) gl = 
| =4R sin cos B. cos £ 
EV 2 2. 
Cu acestea avem: - 


| uU e rd | 
Dpto = 256 R* sin? — sin? — sin? oa A cos? B cos? c E 
2 2 2 2 2 2 


_ 


4R% sin? A sin2B sin2C = S? 


P JW yu NEA | : 
Notind à = (dat) si tinind seama de problema (25) 
la 3 x 
avem : | 
MAC UP — 
: 4 sin — sin 
__ sin B—sinC __ 2 2 


sin Brsin G ts cos(B — C)-F cos A 
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. w b w . B arg G . . 
Din această relaţie rezultă sin = u din ecuaţia 


TAS A 
u? + 2u sin THA A cos? z =Y) 


Împreună cu B + C = 180 — A, relaţia de mai sus ne per- 
mite determinarea unghiurilor B şi C. 

Apoi în functie de elementul liniar dat tipi entar se re- 
zolvá triunghiul dat. De exemplu dacá se dá o laturá se uti- 
lizeazá teorema sinusurilor, dacá se dá o ináltime se poate 


„afla R (vezi problema 25) si apoi laturile si aria, etc. 


Tinind seama de expresia lui r din problema (26) # de re- 
latia sinusurilor avem 


y B -G p 
ctg — ctg — ctg — = — 
8 2 8 2 ctg 2 E 
Apoi avem date unghiul A si A + B + C = 180°. 
Aceste date constituie un sistem de ecuatii care determiná 
unghiurile: B si C. Restul elementelor se aflá prin ae lodi 


le obisnuite. - 


- Din relaţia lui Pithagora referitoare la latura C si din for- 
—qmulele cunoscute : 


b2+ c? a 9 
mź = —— — —, m? = 
a 2 4 , b 


obţinem pentru determinarea laturilor a si b sistemul 


a 
TO — 0) = ma —mj | 


5, 
qe + b?) — 2ab cos C = mi — mj 


Acest sistem omogen de gradul II in a şi b se rezolvă prin 
reducerea termenului liber. Apoi din teorema lui Pitagora 
rezultá c si mai departe, celelalte elemente se aflá usor. 


Din teorema sinusurilor rezultá 


B—C- 


b + e = 2R(sin B + sin C) = 4R cos — cos 
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Notind ca de obicei lungimea bisectoarei din A cu lẹ, gă- 
sim ugor relatia 
2R sin B sin C 


B=C 
cos 
2 


la = 


Din aceste două relaţii se găseşte 


A b 4-c) 1 
2bc 


De aici rezultá A si cu aceasta problema datá se reduce la 
una clasicá. 


Se utilizeazá un rezultat intermediar din problema (25) 
care dá ha = 2R sin B sin C, hy = 2R sin A sin C, he = 
— 2R sin A sin B de unde se obtine 


sin B ha . sin C da 
> | sin A hy” sin A PARES: EY $ 
Împreună cu relaţia A + B + C = 180? cele două relaţii 
| I J zbali " 
pentru rapoartele 2, (cunoscute) constituie un sistem 
lb la 


de trei ecuatii pentru necunoscutele A, B si C. 
După àflarea unghiurilor se pot afla laturile cu ușurință 
din formulele de tipul 


ha = c sin B=b sin C 


6. PROBLEME DE CONCURS 


Ecuația dată se poate scrie 


sin(mcos 2) = cos(nsin x) = sin f — 7 sin z) , 


== 


de unde 


* ^ M TT . i " " . 
cos x = km + (—1)* e — T sin z) „ecuaţie care se mai scrie 


.392. 


Ld 


cos z--(—1)* sin x — + (—1)y*. 5 
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și conduce la soluţiile n € (--1, +3, +5, +15). 


Cum |cos x + sin t| < y2, rezultá cá putem avea solutii 


pentru k = 0, k= 1. 

Pentru k = 0 ecuaţia sin 2 4- cos x = 0 se rezolvă ușor si 
Y " 1 iil »" kr T 

se găsesc soluţiile x = kz ETE 

Pentru k=1 a em ecuatia 


$ 1 
cos t — 511 HM. 


- . $ s x 
care se rezolvá, de exemplu, prin substitutia ue u. 


Ecuatia dată se poate scrie 


sin? 


„COS 


T lgx - v lgx SE T E = 3 sin 


T lgx . q lgx a sa i 
[c= — sin ^ |= O ale cărei soluții se obțin ca reu- 
2 


niune a soluțiilor ecuaţiilor. 
^ m] | E : 
a kr de unde x= 10% (k e Z). 
| | (0. m lg 
cos E =cos [EE], de unde 2 — 5kz 4 
«2 2 2 2 aps 


d- Er. lg 2] iar mai departe lg z — T S a=10 


Din relatia sinusurilor rezultá a = 2R sin A, b — 2R sin B 
c=2R sin C si introducind aceste valori. în relaţia lui 
Pitagora a? = b? + c? — 2bc cos A se obţine relaţia cerută 


Punind funcția dată sub forma: 


n 


f(x) — > [sin [7 + n) z -+ sin [7 — JH , conditia de perio- 


dicitate cerutá devine 


11. (157 ha o . (15 5x 
3 [sin 2 + nr + — + na) + sin ben — nmn + 2:2] 
= n n n i n 


7 a | 253 
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Tinind seama că sin 3r = 3 sin r — 4 sin? z ecuaţia dată 


- devine 


9. 


10. 


E 


sin z(4 a sin? a 4-1 —3 a4) — 0 
3a — 1 


LUR 


şi se rezolvă uşor. Pentru a se pune condiția | «1 


Ecuatia datá se transformá identic in forma 
sin 2x(1 + 2 cos x)= 0 
si apoi se rezolvá uşor. | e 
Functia datá se pune sub forma 
fa) = 1— 2 sin? x cos? x 


2 sin? x cos? zx 


$ DS E MEM EIS S 
şi apoi se tine seama cá sin x= cos r = == p 


Tinind seama cá tg x + tg 2x = tg 3a(1 — tg x tg 22), ecu- 
atia dată se poate scrie 


tg xetg 2x-tg 3:0 
si sub aceastá formá se rezolvă ușor. | 
Membrul. întîi al identității se transformă succesiv : 

[cos ka—cos ES ra) eoe ka + cos ka cos| == ka) cose (2E Sia] 


eL] 9 
cos ka — cos E — ha] 


= > n + cos2 ka + cos (Fame) + cos ($—2xa)] = = 


Sistemul pentru determinarea- catetelor este 


b? + e= 


bc V3 


zare ne dă b= 3, c — 1 si deci unghiurile vor Ti c — 30 


si pco 


+ 
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11. Tinînd seama de teorema sinusurilor, relația dată devine 

x2 sin A tg A+sin B tg B = (sin A + sin B) tg 4 —? — 
2 2 


__ (Sin A + sin B)? 
cos A + cos B 


Întrucît această relaţie se presupune îndeplinită, avem 


sin? B cos A sin? A cos B 


cos B cos A - 


— 2 sin A sin B 


ur de aici rezultá 
t => | (sin A cos B — sin B cos A) = 


Ultima relaţie ne „dă te A —tig B adicá A=B 


© 


12. Ecuația dată se descompune în factori 
i 2(cos? à t— 1) 2 cos z RE y2 = =0 
şi sub- această formă se- rezolvă cu. auum - 


| Solutiile d intervalul Ln, 25] sint 0, ala T rm, Ex , LEN 


Efectuind o celor trei factori ecuatia datà. devine |. 


cos [+ tiep ep sos br da 
a) De aici cet | 5 (2 kr + z) 


b) Trebuiesc calculate sin 90° si sin 54°. Pentru calculul lui 
sin 54° se foloseşte latura decagonului stelat sise găseşte 


sin 54 = LB + 1) 


2 sin? x 4- a tg? x 
a + 2 cos? x 


14. 5 — 


= tg? y 


+ . . 1 > 1 | 
15. a) 4(m + 1)sin?z — 4m sin x+ m—1 = 0; sin 2= 5 


a : ^m—1 
ni - : sin X = — 
ueni m. 2(m 4- 1) 
24 — Ghid de pregătire la matematică | risti S R ei 355 


je 
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17. 


b) conditia de existenţă a lui sin z este 


Va 


c) sin £t = Pies. t = k(—1)**. TC 


E sin A sin B sin C 


A B G 
COS — COS — Cos — 
2 2 2 


Din relaţia dată rezultă tg x= 


2t — ig? x 
Q)g-itits—tuhz 


1-4 tg? x 


lea 


4 


1l--ium 


1— m 


1 — 2 — m? 


1 + m? 


b) Ecuația dată se poate pune sub forma 
cos(2x — 60°) = cos 60? 


şi apoi se rezolvă cu ușurință. 


Rădăcinile ecuaţiei date sint 


sin x =. p— 1 și sin x— UU Discutia se face cu ajutorul 


i condiţiei [sin z| < 1 


. 18. 


20. 


91. 


396 


1 2 
Cind p — 1,5, avem sin da si sin z — E 


a) E = BOID » [7 z]- —1 


tg(b — a) 


c) Ecuatia datá se poate scrie sub forma 


cos(p? — 60?) = 


to la 


si în cazul la] < 2 se rezolvă cu ușurință. 


Condiţia care determină domeniul de existenţă este 22— 
— 32 4-3 z si se realizează pentru Vre R. 


a) Dupá simplificári elementare, solutiile ecuaţiei sînt date 
de reuniunea soluţiilor ecuaţiilor. 


sin x = 0 


cos [s z|- 0 
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a . > T ñ no 
b) Soluţia din primul cadru este 2 = zh Membrul intii 
al identitátii de demonstrat este egal cu y3 cos «, CU 
care este egal si al doilea, dacá se line seama cá 
o a 2 cosa 
cto — —tg — = . 
"$9 T$ sin « 


és 


are rădăcini reale pentru A < 0 si pentru A > 0, 
sign f(—1) — sign [(4-1) = — sign m 
R:a= 2kx sau b= 2kr, k eZ. | 


Ecuatia nu 


Mai întîi se observă cá sin x < 0 si atunci ecuatia devine 
sin z — —1 ale cárei solutii se scriu usor. 


a) Se calculeazá y — 1 $i y + 1 si se constată că in ambele 
cazuri numitorii fractiei sint pozitivi iar numărătorii 
sînt ori negativi (pentru y — 1) ori-pozitivi (pentru y + 1). 

b) Rezultă imediat din prima proprietate demonstraţia. 

c) Expresiile care trebuiesc transformate în produse sint 


En CE - E i 
j A » Sin — + » sin 
2 1—cos(a+z) - 2 1 — cos(z— a) 2 
Xy == ge c A c LUTEA UE To <= 25 5?>e——_ 
cos A—COS z . £z—a COS x — COS Z . a-4-z 
sin , sin 


a) Rádácinile lui I(z) sint cos a +1 sin a. 
P(cos a + sin a) = cos 8a sin a — sin 8a cos a + sin 7a = 
= 0 = deci P(x): I(x). 
Q(x) = a9 sin a+ zë sin? a+ 2 sin 3a + a3 sin 4a + 
i | + a? sin 5a + sin 6a + sin 7a. 
b) Ela) = cos 6a sin a + cos 5a sin da + cos da sin 3a 
sin 4a + cos 2a sin 5a + cos sin 6a + sin 7a = 4 sin 7a, 


Rezultatul se obţine grupînd primul termen cu al şase- 
lea, al doilea cu al cincelea si al treilea cu al patrulea. 


c) S(a) = sin a + sin 2a + sin 3a -+ sin 4a + sin 5a -+ 
ij + sin 6a. 


<= 


" He . a a : 5a 
Calculám 25(a) sin — — cos —— cos 34 7 cos 34 _ cos E + 


857 
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„28, 


29. 
30. 


31. 
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ie a 
a) sin => Și sin pe 


5a 7a 7a 9a 9a Zi 
PO OE A pede E 
; 2 2 


pa) 


11a 13a a 13a «da, 
+ cos — — cos ap Me EDB Uie COR e 2 sin sin 34, 


WEM .. 7a 
sin 3a sin — 


de unde S(a) — 


„a 
sin — 
2 


a) E=4(y — 1) — 2) 


b) Solutiile ecuatiei in y sint y, — 1, y= Vs Ya = — y2 
Ecuația sin xv + cos r—]1 are solutiile xv == 2kre..si 


TE 


x= 2kx + 
T VALE 


T 


Ecuația sin x ad cos E = y2 are. soluțiile v = 2knx + 22 


"Ecuația sin x+ cos t= — V2 are soluţiile x= (2k--1) + v : 


a) (1 — cos A cos B} — sin? A sin? B = 1 — cos? A cos? B — 
— (1 — cos? A) seo B) — 2 cos A*cos B = cos? A + 


+ cos? B—2 cos A cos B= (cos A — cos B} 
1—c B 14-cos B 
b) MEC um 
1— cos A 14-cos A 
A+B 
sin T : 
DE LL VEI PES. e, 
. BA 3 3 as 
sin 
E Al 


(Dacá se noteazá invers rádácinile E — 2). 
Vezi problema (5.24) | p 
`P 
| Popi 
b) parametrul p se determină din condiţia 0 <s a «1 


a) tg 15 = 2 — y3 
b) R':15"si 75 : 
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e aeri: 
32. a) e dE 5 cos 1 a + i sin : = 


b) Sub forma EAN pe. 


2 P (t? + 3ia?y — 3a*y — iy?) 


2 == v--iy)- 
Sub formă trigonometrică Z = p (cos 30 -+ i sin 39); 
[Z = p(cos 0 + i sin 0)] 
33. Vezi problema (1.11) 
34. R:x= cos(a — b), y = sin(a — b) 


Sistemul e. compatibil determinat dacă sin.a #0; dacă 
a= 2kx sistemul e nedeterminat; dacă a= (2k + 1)x, 
sistemul este incompatibil. E 

- 35. a) Simplificind pe E cu 2 cos? kr obţinem 


ES 2 vi + 1)r cos(k + 2)r — cos 2kx cos 3r + sin? kr sin 3r —— 


-2(1 + sin x) q 
E De cos x — cos (2k + 3) _ cos ro 
720 + sin z) 2004 sin z) 
b) Ecuația de rezolvat este —— —— — tar 0 
1-4 sin x 
Primul termen al enana este egal cu tg L5 — =) si 
4 2 


atunci ecuafia dévine E 
A ; ERF 2 pS 
sin [2-5 =+. 
4.72 s 
HH 
COS MEE cos 5x 
EN AES 
$i sub această formă se rezolvă imediat. 


Ecuația dată se scrie 


* ' 


36 
(cos x + sin x) (y2 — cos x+ sin z) — 0 
Si are soluţiile x = kx + T si cx = 2kr— T . 
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37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


R: ta (a $0) e 2, 


" ; 
a) E = 4 cos æ cos|— + Z| cos |-- — — 
2 6 2. 8 
b) Ecuatia E — 0 se rezolvá usor. 
Ecuația dată se poate scrie 2 sin? x + 7 sin x + 3 = 0 care 


* s 1 T- 
conduce la sin += — mo ges kn + CD eid 


Riz-—2knl Z, z= kr + (— 1) Z. 


a) E = —sin v + cos? r + sin x — cos z —.cos 2x — cos x 
X : NE c 
b) E — ——4. sin?-— cos | —-- Ef cos [E — — 

TP 2.8 67:93 


c) Ecuația E + 1 = 0 se scrie cos z(2 cos z—1)-20 si 


sub această formă se rezolvă usor. 


- 2 a 
> 2 sin?— .. 
2 sin a(cos a — 1): . P^ a 
- 2 sin 2a sin a X a a: 2 
2 sin — cos — 
2 2 


Ela) — sin 21 (2 E A 25] sy 
7G) sin 22 ( cos x + JE sin ecos [23-7 cos | «i 


a) E(a) = A 


b) la] « V2 | on 
c) Singurele soluții sint date de ecuația sin = + cos 2 = 0 


a) Din ecuaţia a doua se obține tinind seama că B+C=90 


tg BU tg B—1—tg 23)^ PE 
iD tg Bri zi an) care ne dă soluţia B = 75°, C = 15°. 
1 + tg 2B TEE 


t 
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Pentru determinarea laturilor b şi c avem sistemul 
b + c=6 
Ż — tg B= 2+ V3 


c . 
care ne dă c = 3 — y b= 3 + y3. Apoi rezultă a = 2Y 6 
c -3-Y3 _ V6 —y2 


b) Din triunghiul dat avem cos B = —— —— = 
a 


B 
şi cu aceasta se SERA uşor sin- 


sin — Jess B_ Ja y2 


«1 
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Capitolul VII 
GEOMETRIE: 


1. GEOMETRIE PLANĂ 


Fie D cea de-a doua intersecţie a cercurilor. date. 
+ xADC = 180? Eu 

b) Fie O,, O, centrele cercurilor date. - 
xO,AF = xO,FA căci AAO,F e isoscel 


a) Din ipoteză rezultă x ADB = xADC = 90, deci x ADB 


xAFO, = ¿FAC ca alterne interne. De aici rezultă 
că AF e bisectoarea x: BAC. În mod analog se arată că. 


AH ebisectoarea x BAC(X0,HA = 4«0,AH = x HAO,) 


Cum unghiul BAC are o singură bisectoare: interioară 


rezultă. A, H, F sint coliniare. 
c) Dreapta AHF e perpendiculará pe AG si pe AE deci 
E, A, G sint coliniare. 
d) Proprietatea cerutá s-a demonstrat la punctul b. 
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Mediatoarele segmentelor AB’ si AC” sînt bisectoarele un- 
ghiurilor ABB' si ACC” căci AABB' gi AACC' sînt isos- 
cele. Cu aceasta, primele două puncte rezultă imediat. 

c) xBOA = 90 — kB'A0 =% HL. 

Deci x40B' = «ACB şi in mod analog se arată că 
xAOC' = «ABC 


a) Dreapta AD este bisectoarea unghiului EDG si media- 
toare a segmentului BE. 
b) Unghiurile BB' C si ACB' rezultà din sistemul 
x BB'C + x ACB' = 180° — Â 
j „26 ai AB . 


> ! sin BB' C „sin BC'B- 
După aflarea lui AC! B', unghiul. BCB! rezultă uşor. 


Să presupunem. că bisectoarele din A şi B sînt egale cu la» 
ly si cà lz: = ly. 
Din formulele caré dau. lungimile bisectoarelor rezultă 


SES M o 45m 
E E 1=— 
: ECTS ls dE ecl eed 
După simplificari. admisibile aceastá relatie se mai scrie 


bre. esee n 0. 
(a+ c (b +0) 


de unde rezultà cá d b=e 
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Fie D mijlocul laturii BC in AABC si A” simetricul lui 
A fatá de BC (fig. 7.3). Patrulaterul ABA'C e paralelogram 
si AA' = 24D < AB + A'B — AB + AC. 
- AC 

De aici AD< m2 as (3) 

Notind a, b, c si mg, mp, Me respectiv laturile si lungimile 
medianelor in AA BC. relaţia (x) şi analoagele ei ne arată că 

b+ cca 


r c at b 
Ma + mp + me <S > O A ——— =4+ bc 


Sal 


Fie A' simetricul lui A faţă de punctul D. Din A' ducem 
A'G | CF (Ge AB). 

a) Avem 4” A'C | 4B si deci A'G = CF. 
Mai departe A' A'C — FG — AB şi deci BF = BG — DE. 
In Pius DE on deci patrulaterul BE DG gate paralelogram, 
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are laturile egale DG — BE si AADG are laturile. 


egale cu AD, CF si BL. 


b) Sana = Sape (avind bazele egale AD = A'D şi ace-. 


lași vîrf, G) 


; 1 1 , 
Sape = Sanp + Sgna = Fi S Anc ie BG: DD' = P S Age 


E = a ` += T Sanc (D' este proiectia lui D pe AB). 
a) ABMI este isoscel avind Xx MBI-— +MIB = +IBC. 


La fel se aratá cá ANIC e isoscel. Atunci 


. b) Mediatoarele segmentelor BI si CI sînt bisectoare res- 


.pectiv ale unghiurilor BMI şi CNI deci sint concurente 
cu AI în centrul centrului exínscris în AAMN. 


Din ipoteză (cercul de centru O fiind exinscris AAMN) 


rezültà tá 4 BMO — = + BMN = 90° — &MN- 


Ex 
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Fig. 7.6. 


Din ANOC avem: | EUR Rcx | 
x NOC = 180 — (+ ACB xg CNO) : == - 180 — = T: ACB + 


Pas 
 -ECAB P XAMN).. goe LL, întrucit «ACB + 
i ==> - 90°. 


Cu aceasta rezultă cá AM BO — AOCN avind două — 


egale iar de aici reiese imediat relatia cerutá. (Constantes. 


| este BO?). 
L3: 23 Mai intii se arată cá D e BC. Apoi se arată că x DAB = 


Sf, ~ KABC i 
SEE =190 — — = + ABC 
Cu aceasta | 
x DAB + ¿BAC =- CAB = 180°, 


- b) Trebuie demonstrat că 


DE? = 2 BC. DC 
În acest scop ţinem seama că AB = DB si AC = AE 
care Împreună cu ipoteza ne dau: | 
DE? = DC? + AC? = DC? + BC? — AB? = 
=(DC — AB) (DC + AB) + BC? = BC-DC + BC(AB + 
+ BC) = 2BC: DC.. | 
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a) Tinind seama de 
datele problemei 
avem : 

x ACB = + DFB 
avind acelaşi com- 
plement (B) deci 
ADCF e inscripti- 
bil si 

x CAD = x GED 
= 45 gi cum x 
FDC — 90? rezultá 
că A DCF e isocel 
O AEDB e. iscrip- 
tibil si x BAD—- 

„= «€ BED=45 de 
aceea A BDE (D | 

-= 3053 e: 1soscel. , | ADT i | 

b) xADB = 185 — B, x ACF = 45 — C. Sumind aceste 

două unghiuri se obţin 90". ES 


R:Prin orice punct trec două drepte cu proprietatea ce- 
rută, paralelele cu diagonalele paralelogramului format de 
cele două perechi de drepte paralele. Problema nu are nici 


o soluţie dacă perechile de paralele date au. aceeași direc- 


tie si distante diferite între ele şi are o infinitate de solutii 
dacă paralelele date: au aceeași direcţie şi distanţe egale 
între ele. Et ^B : 

Din ipoteză rezultă x MED = xNFD = 90+ A 
DF — MF (DF linie mijlocie) 

DE — NF (DE linie mijlocie) 
Atunci AMED = ANFD si 


B D 
i Fig. 7,8. 
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| | Fig. 7.9. 
a) MD = ND 
b) xFND = xEDM = a 


Din ADNC avem +NDC = 180 — + DNC — + DNC = 


= 180 — (45° — a) — (45^ + €) = 90 — Ê+ a 


13, 


Din BED avem x BDM = x BDE—«—C—« . 
" ¿BDM+ xCDN = 90? si de aici xk MDN = 90° 


a) Notăm ca de obicei a, b, C, À, B, C respectiv laturile 
si unghiurile triunghiului dat si ducem din A mediana AE 
în AANQ si înălţimea AA' in triunghiul ABC. Ducem 
apoi EG, linia mijlocie in AANQ (fig. 1.9). 

(x) AAEG ~ AABC deoarece 
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x EGA = 180 — xNAG= A 

De aici rezultă BEAG — C si mai departe, 4 EAG -+ 
+ %GAG 4- x CAA' = C + 90° = 90? — C = 180? si atunci 
mediana AE si înălțimea AA' sînt în prelungire. Pentru a 
demonstra partea a doua a punctului fa) inversăm rolul 
triunghiurilor ABC şi ANQ între ele. 

b) Din relația de asemănare (x) mai rezultă AE = PE 

atunci 
| ae 
AADC = AAEQ, de unde EQ = = NO. 


c) ABMC = AABS(MB = BA, BC= BS, + MBC = 
= +ABS=.90+ B). l 
De aici CM = AS, + BMC = + BAS, + BCM = xBSA 
si mai departe J] AMBF si] BFCS sint inscriptibile 
(F= MC ( AS), de unde x BFM = x BAM = 45 
x BFS = BCS = 45° si y MFS = 90°. 

Celelalte relații se demonstrează în mod analog. 


d) AMBC= AABT pentru că AB = MB, xBAT = 


= #MBC =90 + B si xABT — x BMC avind latu- 
rile perpendiculare si de aici AT = BC. 


- e) Folosind ultimul rezultat de la punctul precedent re- 


zultá că ABCP = AACT si mai departe TC| BP. Cu 
aceasta dreptele AT, BP si MC sînt înălțimi în DaS 
TBC şi deci sînt concurente. 


Avem DN = DM, xABN= O IIM IPLE x CM B. 


De aici se observă cà Xx ABN + x ABC + x CBM = 180 
$i deci punctele N, B, M sint coliniare. 

XN'BA = xAN'B, xCM'B = +CBM', Í¿N'DM' = 
= xM’CB si deci | 

+ N" M'D = 180.(+xAN'B-+ xN'DM')—180? —( x ABN'4- 
+ + BCM') — 180° — (180 — +CBM') = +CM'B deci B, 
M', N’ sint coliniare. 


În ANBN' dreapta AB este mediană si prin ipoteza este 


„NN? > * . L] ^ 
egală —- deci acest triunghi este dreptunghic in B. 


369 


CE Scanned with OKEN Scanner 


16. 


17. 


18. 


Fig. 7.10. 


i xDIA)  xIDA _ A AS 
—————————-— DBA, . : 
xEDB VE: B 


E aki RS 
Sá arátám cá N,C — BC si cá BN, e bisectoarea (AB, d). 


Din faptul cá AD||MM,lld si că DI = IB rezu tá: 


| “¿O 

! “«coscel. În acelaşi timp BN, e bisectoarea ABP 
z aN < BN, va fi sa depărtat de A şi de d. Pentru 
celălalt punct de intersecție (N') se demonstrează analog 
aceeaşi proprietate. AE HC PES 
Prelungim AB cu o lungime AE — AC AD. este bisec- 
-toarea x CAE (se evaluează măsura fiecărei jumătăţi de 
unghi). Atunci punctul D este egal depărtat de punctele B, 
E şi C şi scriind puterea punctului interior în cercul cir- 
cumseris ABCE avem AB-AE = BD? » AD? (căci Raza 
cercului este chiar BD), | TN 
Înlocuind pe AE cu AC obtinem chiar relaţia cerută. 


Se arată ușor că patrulaterul EHGC (fig. 7.13) este inscrip- 
tibil (+FEI= ICG) si în cercul circumscris acestui 
patrulater. x EHI = xIGC = 90°. | 


370 * 


CE Scanned with OKEN Scanner 


Fig. 7.11. | Fig. 7.13. 


- 


19. Din ipotezá rezultá (fig. 7.14) cà patrulaterele IAB'C si 
IAC'B sint inscriptibile avind cîte două unghiuri opuse, 
drepte. Deci +IB'A = ¿CAI şi *BAI= +BC'I de unde 
Xx IB'C' = xA'C'I 

20. BB’ si CC' sint înălțimi'în AABC, iar H = BB'(|CC. 
deci patrulaterul AB'HC' este inscriptibil si are centrul O' 
la jumătatea lui AH. Pentru demonstrarea părţii a dona 


1 


25 — Ghid de pregátire la matematicá | * dil 
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Fig. 7.14. 


a problemei va trebui sá arătăm că ES OB'0' = 90”. Sau 


că +0'B'B= xOPB'C. : 


Oricum XxAB'0' = «BB'O. 


Aven x OB'C =x B'CO = E BCB s. 


%0'B'B = ¥0'HB' = ACB! = - BCB. 


uU 


Unim P cu Q si observăm că patrulaterul PAQB e in- 
scriptibil avind douá unghiuri, opuse drepte. Deci xPQB— 


= +PAB 


Unim acum N cu Q si avem xNQB= +NAD avînd 
aceeaşi măsură. Dar x NAD = + PAB, avînd laturile per- 
pendiculare, rezultă ca N e PQ. Pentru a arăta cá M e PQ 


se procedează la fel şi tot la fel se demonstrează proprie- 


22. 


3 


í 


2 


tatea cerută în cazul cáT, si T, sint tangente interioare. 


Fie I centrul- paralelogramului si KK', LL' paralele din Z 
Ja laturile paralelogramului. Fie S'— IB(|GN şi S” = 


= IBOFM. Vom aplica teorema lui Menelaus în AKIB 


si AL'IB.si împărțind cele două relații ce rezultă; vom 


obține: ` | 


IS’ BS —BS—IS ` i | c E 
T = == — S — = BI 1 ȘI deci S' coincide cu S 
IS" | BS" | BS"—IS" BI 

și cu S. S i 
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În mod analog se va face de- 
monstratia pentru Re IB, apli- 
cind teoria lui Menelaus in DIK 
cu transversala HR'N. (DH',IR' ; 
NK' = KH DR’ IN)siin ADIL 
cu tranversale ER" M. 

QR", DE-LM = DR'.LE- IM) 
si apoi pentru proprietatea P, 
Q e AC. 

23. Se deduce A'D'||ED si se demon- - 
streazá- cá AA'B'D este isos- 
cel demonstrind mai întîi că 

—B'CUED apoi că +A'B'D' = 
xA'D'B' = xAB'C'. A 
Mai departe folosind faptul că 
D este situat la mijlocul B'D' t 
şi că A'D'||ED||B'C' se trage concluzia că punctul I este 
la mijlocul segmentului /'A'. x | 2 
Notind cu. E si F două puncte oarecare pe tangenta co- 
muná în I si cu-G, G' două puncte pe tangentele in A si A' 
la cele douá cercuri (fig. 7.19) avem evident xGAI — 
= AIF = xEIA' = £G'Al deci AG||G'A”. ! 


Fig. 7.15. 
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A PUE 6 
- Fig. 7.18. | 


Fig. 7.19 


CE Scanned with OKEN Scanner 


F x 


2 


Fig. 7.20. 
Notind cu C si M mijloacele lui 00' si AA” respectiv, vom 
avea CM — Pall — const., deci locul geometric va fi 


SUR 
un cere cu azas Tsi cu centrul in C.! 


Ducind ian geti la], şi r, în itüstil A se observă 
că suma unghiurilor pe care le fac tangentele in I si J 
la I, si Pz cu secanta d este constantă de unde rezultă 
cá unghiul acestor tangente este si el constant. 


Se vor studia două cazuri: a) cînd intersecţia I a coardelor 

are loc în interiorul cercului si b) cînd intersecţia I a coar- 

delor se află în exteriorul cercului. 

a) Scriind teorema lui Pithagora în AADI, ABCI, AACI, 
ABDI obţinem AD? + BC? + AD? = AI? + 1D2+I1C2 + 
+ IB = AB? + DC? —4P = X. (unde cu P = R2—d2 
am notat puterea punctului I fatá de cerc; R e raza, 
d distanta de la centrul cercului la I). 
Notínd d,, d, distantele de la centrul cercului pînă la 
coardele AB si CD vom avea 


E — 4(R? — dj) + 4(R? — dj) — 4(R? — d*) =4R 4 
-A(d? — d? — d?) = 4 Re. 


b) Se aplicá aceeasi metodá inlocuindu-se puterea punctului 
(exterior, acum), faţă de cerc prin R? + 2. 


Locul geometric este un cere avînd drept diametru distanta 
dintre punctele locului cáutat aflate pe dreapta punctelor 
date, Demonstratia se face prin reducere la absurd, utilizind 
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28. 


23. 


30. 


proprietatea bisectoarei unui triunghi de a impárti latura 
pe care o intersecteazá in segmente proportionale cu laturile 
(Altfel, vezi problema 35). 


Notind cu a'b', c' cele trei segmente date trebuie sà avem 
MA ER = ME (M fiind punctul curent al EUN sata) 
e 


MA" a' MA q 

MIT dem Mc ^i "MG 

tinut prin intersectia locurilor geometrice ale punctelor M 
care au rapoartele distantelor la punctele A si B sau A 
si C date (k; respectiv ko): Aceste locuri, se stie (vezi 
problema următoare) cá sint circomferintele avînd drept 
diametre distanţele punctelor conjugate armonic faţă de A 
şi B (sau A gi C cu rapoartele date, k, sau kz). Deci locul 
cerut va fi constituit de intersechae a două cercuri. 


Fie A, B, C cele trei puncte fixe, A B', Cc punctele de 


la jumătatea. distanțelor BC; AC, AB, 10) = = AA! ACE 
si P un punct al locului căutat. Aplicind teorema lui Stewart 


în APAA', PB B', PCC' se găseşte PA? + PB? + PC? — 


| = CA? + OB? + OC? + 3PO? ceea ce, în baza ipotezei: 
dă PO = const. y deci locul geometric va fi o sferá (in 


plan cerc). 


Presupunem problema rezolvatá (fig. 7.21). Fie “triunghiul 
Eo dat ABC. 
-Din centrul comun O al 


tele OA, OB, OC. Din 
A'e OA (arbitrar) ducem 
A'B'|AB, A'C'||AC, (B'e 
&0B, C' e 0C). 

Se arată cá AA'B'C' ~ 


QA OB' 


Ye 


a» Yb Ye 


am notat razele ‘cercurilor 
ce trec respectiv prin A, 
Fig. 7.21. i | BC; : 


=== k, Locul căutat va fi ob- 
c 


cercurilor date ducem drep- 


~ AABCsicá == 
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A H Qe € 
Fig. 7.22. 


Pentru a rezolva problema vom construi un triunghi A”, 
B", C" asemenea cu cel dat si vom determina un punct O” 


care sá aibă distanţele la A”, B", C" proporţionale cu ya, 


— Y», Ye (date). Acest punct 0'' se va. afla la intersecţia a 
două. locuri geometrice care se pot construi pe baza pro- 
blemei .precedente. Ducem apoi. dieptele OA, OB si OC 
astfel ca x AOB = x A"O"B" xAOGC = x A'Q'C"-si la 


intersecția lor cu cercurile date vom obţine virfurile triun- 
ghiului cerut. : 
Baricentrul triunghiului se va afla pe cercul avînd BC—a 


ca diametru. Mediana AA” va avea lungimea =, deci vîr- 


A A à; * à " 3a 
ful A se află pe un cerc avînd raza cu centrul în A? 
a 2529 ; 


(mijlocul lui BC). - NE | 

Notind cu H proiectia lui A pe BC si scriind teorema lui 
Pithagora generalizatá in AABA' şi AACA' se obţine 
AB? — AC? — 2 a ATH LT, de unde rezultă A'H şi 


construcţia cerută se obţine imediat : . 
Pentru calculul lui AB si AC se poate folosi teorema me- 
dianei (lungimea ei in funcţie de laturi) si relaţia dată, 


obtinindu-se [A B| = = a; AC = n 
| ; 2 
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32. 


33. 


34. 


D A 
Fig. 7.23. 


Centrul cercului cerut se află pe raza cercului dat, în punctul 
dat şi în același timp pe bisectoarea unghiului format. de 
dreapta dată și tangenta dusă în punctul dat, la cercul dat. 


Considerăm problema rezolvată. Fie d, d şi A datele pro- 
plemei (fig. 7.23) iar cu o — (d, d) şi a vom nota unghiu- 
rile din figuri (date si ele). 


Ducem tangenta în B la cerc şi se determină «IAB — = == 


- ceea ce rezolvá cu usurintá problema datá. 


Presupunem problema rezolvatá si notám : P, proiecția 
lui O (dat) pe A, OP =d si PA =p iar raza cercului 


dat cu R (fig. 7.24) si raza cercului cerut cu z. 


Cu aceasta ayem evident (R + x)* = (d — zy + p? de unde 
d? + p?— 


Qf S acute al şi construcția cerută (determinarea lui x) 
AR + d) Es i 

se poate face cu ușurință. 

x este al patrulea proportional in pro ozitia ^ = = 

( p prop prop xRYO 


unde u este lungimea tangentei dusá din A (dat) la cercul 
dat). 


Avem CA-DB = CB-DA sau (fig. 7.25) (04 + 0C(0D— 
— 0B) = (0 ~= p C)y(0 A + 0D) de unde dupá simplificári 
rezultă 0B? = 0C-OD si in mod analog se demonstrează 
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- Fig. 7.24. 


! 


Fig. 7:25. 


- cea de-a doua relaţie. Deoarece 01 = OB rezultă 01? = | 
= OC+OD deci OI e tangenta la cercul Top şi deci cercurile 
„sînt ortogonale. Mai departe fie E e Piar Q 10x 0IC = x0'1D 


deci AIOE ~ AO'DI si xOEI = xQ'DI şi EILID. 
De aici OE| AB si IC este bisectoarea x AIB. Analog se 
demonstrează că O'I e bisectoarea CID. 


Se demonstrează mai intii că orice punct M, situat pe arcul 
AB al circumferinței circumscrise triunghiului echilateral 
satisface condiţia M,A + M,B = M,C. Demonstrația se 


„face fie utilizînd teorema lui Ptolomeu (în orice patrułater 


insoriptibil, suma produselor'laturilorFopuse este egală cu 
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.. Proiectám biscotoarez AD pe latura AB si unim . centrul 
cercului inscris cu punctul F de tangenţă cu AB (fig. 7.27) 


produsul diagonalelor) fie ducind AE||M,B B si demonstrind 
uşor cá M,D = M,A si M,B= DC (D = M,CNAE). 
Se considerá apoi un punct '"M exterior circumferintei cir- 
cumscrise AABC (pe care o notăm l'4go) care satisface 
relaţia din enunţ (fig. 7.26). A uneşte M cu punctele A, 
B, C si notăm M, = MCNV a 
Din triunghiurile. MM,A, MN, B avem (o latură e _superi- 
oară diferenţei 2MM, > MB + MA — (M,B + M,A ¿A) = 
= MC — M,C (relația adevărată in ag ipotezei e echi- 
valentă cu ipoteza). 

Dar MC — M,C = MM, şi atu aiaiel c: : | 

2MM, > MM, = ME — MC = MB + MA— (MA + + 
+ M,B) = (MB — M,B) + (MA — M M,A) > MM, + MM, 
De aici rezultă MM, =0 si deci M cT asc- 

Din datele problemei rezultá cá 2p = AB E ac ES BC = 
— constant. 


ED-AF: 
OF 


AAOF ~ AADE, AR = 


. Exprimind aria triunghiului în două moduri | avem : 


AR + 40) (AB E AC + BC)OF de unde E = 


LAB + 104 EC 
AC+AB 


= constant. 


A 
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40, 


Atunci AE este constant căci AF = P — BC = constant. 
Pentru a demonstra cea de-a doua proprietate observám 


x 3e AC E | AES 
că ABAB ACAC a DE, de ida BB CO = 
L^ rw DE 
AB*AC 
Aplicind teorema lui Stewart în AABC găsim EIE = 
| as AB-AC 


BC? 


——— ——- şi finind seama de primul rezultat se 
(AB + ACR 


ku. 


deduce BB'CC' = constant E constantá rezultă la - 


nevoie cu ușurință). 


Construim BE||AD., BF|AC. BGLDC si notăm cu I ' mijlocul 


lui CE (si deci si al lui DF). 
Aplicind te teorema. lui i Pithagora in ABDF obţinem : 


BF? — BD? = 2DF. IG. Analog din ABEF obtinem BC? — 


— BE: — 2CE IG. 

Impártind cele două Fea termen cu lemmen se „obţine 
rezultatul cerut. > . 

Fie E, F, G, H proiecţiile lui M pe laturile patrulaterului 
înscris ABCD (fig. E AMAN: ~. AAGC AMAE =AECF 
LN I ME — MA de underelaţia MN ME = MG ME. 
MG | MC MF : MC 


Fie E, F,G,H punctele de: tangenţă ale iatiizilor patrula- 


.terului cu cercul înscris (fig. 30). . 


FAOB + DOC = 180? şi- 


xA0D + + BOC = 180? 


A. 


Fig. 7.28. 
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41. 


diferite si fácind raportul lor). 


C P 
Fig. 7.29. Fig. 7.30. 


Avem atunci (scriind ariile AOAB si AOBC în două moduri 


OA-0B AB. OA-0D | AD en 
———— = — şi la fel = — de unde prin înmulţire 
OC-0D DC OB-OC BC 


. membru cu membru se obține relația cerută. 


Fie M si N mijloacele diagonalelor (fig. 7.30) patrulate- 
rului ABCD şi O centrul cercului înscris în el. Se duce 
dreapta OM si vom demonstra cá prelungirea ei trece prin N. 
Fie P', O punctele unde OA si prelungirea lui OC întîlnesc 
diagonala BD. Cum M e mijlocul lui BD avem 


2 MP' = DP' — BP' ṣi 2MQ = DQ — BQ 
Lungimile MP", DP' si BP' sint proportionale cu ináltimile 
corespunzátoare laturii comune OA in ANOA,:ADOA si 
ABOA, deci 2S m04 = Spoa — SBoa: În mod analog 
2Smoc = Spoc — Spoo si tinind seama că triunghiurile din 
partea a doua au raza cercului drept înălţime comună 

Suo. _ DA — BÀ 

Smoo — DC — BC 
Se poate verifica uşor cá raportul din membrul drept este 
egal cu unitatea, deci Suoa = Smoc şi avînd aceeaşi bază 
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Fig. 7,31. Fig. 7.32 


OM inseamná cá perpendicularele din A si C pe OM sint 


egale. De aici se poate trage concluzia cá AN — NC ceea 
ce trebuie sá demonstrám. | 


Fie E = AB(|CD si F, G mijloacele coardelor AC si DD 

DOMFE e inscriptibil deoarece x MFO = x MEO —90* 
si deci x CFEE = x EOM 

J. BDOENG e inscriptibil si Xx EON = « EGN. 

AACE = AEBD si EF si EG sint mediane în ele, deci 

 xFME = +EGN, de unde «MOE = + NOE ceea ce 


demonstrează că AMON e isoscel şi deci EM = EN. 
Ducem AL||DG si notăm cu H intersecţia dreptei AL cu 
cercul și 7 = HB()DG. 
Avem atunci | 

ECF = +LHI = &BIF- 
OBICF e inscriptibil si in cercul sáu 

EF.FI = BF.FC = FG.DF 


sau 
EF _ DF  DF—EF DE 
FG FI | FI—FG IG 
o. DF*EG 
De aici ——— = IG = const. 


EF / 
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AA. 


Fig. 7.33. FON As Tos 
AMDE - ~ AMBF, de unde 7 05 REED 
DE | MD  MD':BD 

pri BF MB  MB'BD 

Puterea punctului D față de cerc ne dá MD+BD = AD? 

Relaţii metrice cunoscute in AABD dreptunghic in A si 

cu AM | BD ne dau MB-BD= AB?. 

Tinind seama de cele trei relaţii obţinute se obţine rezul- 

tatul cerut. 

-Se utilizeazá reciproca teoremei dài Menelaus si proprie- 

tatea bisectoarelor interioare şi exterioare de a împărţi 


laturile pe care cad în segmente proporționale cu laturile 
(Teorema lui Menelaus se enuntá: O transversalá deter- 


^8 


„mină pe laturile unui triunghi şase segmente între care 


“ există relaţia: produsul a trei segmente neconsecutive este 


46. 


384 


egal cu produsul celorlalte trei segmente , neconsecutive). 
AADB n» AADC (DAR = xACD si D comun) 


BD A AB 
=); De aici rezultă 
AD DC AC 


LI 
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În mod analog se demonstrează că — = si — = 


EB BC? FC: BC2 


EA AC? FA “AB 
\ Din cele trei relaţii inmultite in mod convenabil rezultă: 


'BD:EA: FC 
DC ER FAT 1 si conform reciprocei lui Menelaus rezultá 


1 D, E, F sint coliniare. 


Notind B'— Pg NAL C'—Feo(AI (fig. 7.35) se arată 
ugor cá AABB' ^ AAIC s ^ AABI ~ AACC', de unde 
AB AB AC AC' 

deo AFP Bp si înmulţind cele două 
relaţii termen cu termen obţinem AI? — ABAC. 

Mai departe a avem evident AE? = AB' AI, AF? — AC) 


AI si deci AEZ — AF = AB SA CIA Jos AT, de unde re- 
latia cerută. 


rezultă 


Teorema lui Ceva ne va: da (fig. 7.36), (a): BL Ci, «Al, = 
= HC-LA- IsB „şi finind seama `- că M, e BC, MC = 


=MB= E MAC, MC = Ah, wn AS MEA Br, 


MA = 


a AA 
a MB = 2 , Se obţine prin împărțirea 


qui 8.a relației (a) M,C MA MB = MB -M,C -MA 


care in conformitate cu reciproca teoremei lui Ceva asigură 
că e E cerută este adevărată. . 
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Fig. 7.36. 


j 


Fig. 7.37. 


Notăm (fig. 7.37) I = AB(MN, C, mijlocul lui AB, AB =a 


P, punctul diametral. opus lui M. Avem imediat a 


i IM 
E I8 AR € IMAN 
IN Rr | 4(R? — 12) 4(R2— r2) ` 
= (10? — R?) sau 4IC? — a? = —— (102 — a?), adică (a) 
E. or dope : 


n 
a?]I — 0? — 4( R? — rIC? -— qq, 
Determinám pe OC un punct exterior care imparte segmentul 
Rr KO Ror 
a? 


OC dat în raportul adică KO _ şi scriind 
| KC a? 


teorema lui Stewart în AIOK avem după simplificári. 
[4 (R? — r2) — a?] IK? = 4 (R? r?) IC? — a?10? + A(R? — 


4 (R? — uw i 
Pi sai KC?, de -unde tinind seama de (a) 


.Se observá cá IK este constant (K se determiná si se con- 


- strujegte ușor din datele problemei), cu alte cuvinte punctul I 
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Y poate fi construitá c 


care satisface relaţia (a) se află pe cercul cu raza IK si cu 


centrul in K. Efectuind calculele se observá cà si raza IK 
u rigla si compasul obtinindu-se patru, 
două sau nici o soluție (acest ultim caz are loc cind 


2j RE— > a). 
Faptul că MM N,N5 si cá MM, || NaN, se demonstrează 
uşor ţinîndu-se seama că M,N,=MaNa si M¿N¿ = M,N,. 
Din paralelismul dreptelor de mai sus rezultă 


ELA _ DM, LM sí deci AM, || BN. 


—— 


nB LN, Ina 
Lac A Mia a 
În plus LA = 22 = g deci AM,||BN,. 
TB LN,-l Na 


Presupunind că nici A, M, M, nici B; Na, Ny nu-s coliniare - 


din cele arătate pînă acum rezultă AAMg¿N, ~ BNN, si 
AM, AM, BM, AM, _ BN: ceea ce 


; de unde de exemplu 
| ( AM, BN, 
este absurd intrucit primul raport este supraunitar iar cel 
de-al doilea subunitar (fig. 7.38). Dacă, fie A, My, M, 
fie B,, Na, N, sînt coliniare atunci proprietatea rezultă 
imediat și pentru cele presupuse a nu fi coliniare din 


relaţiile de paralelism demonstrate. 


26 — Ghid de pregătire la matematică . | 387 
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91. Presupunem mai intii 
cá ACL BD. În aceste 
condiții avem evident 
(fig.7.39). 

AD? -- BC? — 0A? " 
+ 0D? am OC: + OB? = 
= AB? + DC?. 
Presupunem acum că 
AB? 4+- DC? =A D? + BC? 
şi notăm cu « unghiul 
- diagonalelor. Din teorema 
lui Pithagora generaliza- 
tă aplicată in AOAD, 
AODC, AOBC şi AOAB 
şi din in ipotezá, avem 0= 

dec | = AD — DC? d BC — 

— AB _ JAC. BD COS q, de ande COS. a E 0. E 


. Necesitatea conditiei rezultá din aplicara teoreme lui 


Pithagora generalizată în două triunghiuri care au ca laturi 
cite o diagonală și este o proprietate cunoscută. Pentru a 
demonstra suficiența condiţiei, observăm (fig. 7.39) că pa- 
trulaterele MNPQ, TNSQ, TMSP (unde M, N, P, Q, T 
si S sint respectiv mijloacele lui DA, AB, BC, CD, AC 
si BD) sînt paralelograme si deci în ele proprietatea enun- 
tatá este adeváratá. Aplicind aceastá proprietate Bas. 
(Am considerat patrulaterul ABCD arbitrar). 


Th (AB? + BC? + CO? + DA) —4 Gc BO). Te- 


orema lui Gauss). 

Tinind seama de relatia dată rezultă că “rs = 0, adică 
diagonalele se taie în părţi egale, proprietate care este 
echivalentă cu definiţia paralelogramului. 


Fie O (fig. 7.40) astfel ca 
ZA BE TO 
OA. OB' i 0C 


we. « SABC Sano SAB 
Rezultá imediat că ro em DAIT —*7. de unde se scoate 


uşor Ads 


y alad PEA a ^ MN . 


PET ES NOST 
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94. a) Condiţia este necesară : dacă OM şi ON sint simetrice 
faţă de bisectoarea x XOY a: 
AMM'M"=ANN'N" de unde relatia cerutá. 


b) Condiţia este suficientă: dacă relaţia dată e satisfăcută, 


finind seama cá *xM'MM"= +N'NN"” rezultă că 
AN'NN'"s AM"MM'si x NN'N" = x MM'M", de unde 
XNON" = +MOM' si proprietatea e demonstrată. 


389. 
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55. Condifia e necesară. Fie O intersecţia perpendicularelor 

s in M, N, P, respectiv pe BC, CA, AB. Aplicind de mai 
multe ori teorema lui Pithagora obținem uşor M B? — 
— MC = 0B? —0C?-NC* —NA?—0C? —04A? și PA? — 
PB?=0A?—O0B?, de unde rezultă relaţia cerută. | 
Condiţia este suficientă: Notám O = Pm N Pn (cu Pm si 
pn notăm perpendicularele in M și N) şi unim O cu P. 

^ Avem din aplicarea teoremei lui Pithagora in AOBM, 

AOMC, AOCM, şi AONA — toate dreptunghice si din 

condiţia dată, PA? — PB? — GA? —OB?.  Aplicind teo- 

rema lui Pithagora generalizatá in AOPA si AOPB 

I A 


a Mai id i toc tc A dia 


$i _scázind rezultatele obţinem cos(PO, AB)=0 deci 


AB | OP şi teorema e demonstrată. 
56. Perpendicularele din A, B, C pe BC, CA, AB sînt 


concurente dacá si numai dacá BA" — - CA? + CB? — AB" + 
+ AC" — BC? = 0, egalitatea care scrisă astfel este 


echivalentă cu condiţia de concurenţă a perpendicularelor 
din A', B', C' pe BC, CA, AB. 


57. Se aplicá proprietatea demonstratá la 55) obtinindu-se 
ac — b) b?(a — c) de c2(b — a) 
— b+c a+c a+b 
lungimile laturilor in AABC. Egalitatea aceasta se trans- 
formă identic in (a — b) (b.— c) (c — a) (a i b + c) = 0, de 
unde rezultatul cerut. l 


= 0, cu a, b, c, am notat 


B | M C tu 
Fig. 7.42. | 
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Fig. 7.43. 

Noti 22 = =, DC = "n AB — să avem (fig. 7.43) 
PA n ] „XS ed 
BO'—DP'— b si deci patrulaterul DP'BQ' e parale- 

E $ p 
logram. den 


Avem xFDE = xFBE ceea ce demonstrează prima -pro- 
prietate +FBA = +DAB = +ABF avind măsuri egale 
ceea ce demonstrează cea de-a doua proprietate. Din ase- 
i l E — — IH 
mánarea triunghiurilor- se deduce imediat eI ML: 
| | Md IF ID IG 
de unde rezultă cea de-a treia proprietate. 
Pentru a demonstra cá I, K, C, sint coliniare se duce dreapta 
IC si paralele prin H si G la BC si DC care o întîlnesc in K' 
si K”. Scriind rapoartele ce rezultă din teorema lui Thales 
si tinind seama cei 18 = Te conclude că K"=K'=K. 
Ultima proprietate reiese din egalitatea unghiurilor de- 
monstrate la asemănarea triunghiurilor BIH şi DIG. 


Fig. 7.44. 
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8 C: 
N Kg. 748 — 


60, 


7.81. 


"Observăm cà Ie DE 


si J € FG si notind K e 
eAH(JLLe BCN 
NAH (fig. 7.45) a- 
vem imediat S 455g = 
= SABIH = Spir Şi 
YSaore = Saco = 
= SpkJc de unde rezul- 
tă proprietatea cerută. 
Proprietatea demon- 


.Stratá e valabilă si în 


cazul cînd A = 90° 
şi paralelogramele sint 
patrate, caz in care 
rezultá teorema lui 
Pithagora. 


Ducem din centrul £ 
al: cercului- dat - 


cerc “cu: - Taza. 04 > 


| (A. e dat) care va intersecta latura MC in punctele D si E 
(tig. 7.46). Patrulaterul MAOD (D e punctul nesimetric 
cu A fatá de axa de simetrie a triunghiului isoscel) este 


62. 


unui punct din care se 
vede segmentul AD (fix) 


sub un unghi constant. 


Dreapta lui Simpson 
determinată de punctul 
M este (fig. 7.47) DEF. 


Prelungim MD pînă în- 


- tîlnueşte cercul în N si 


dreapta lui Simpson piná 


intilneste AA” in I. Du- 
cem apoi BL | BC si 
din L (pe cerc) ducem 


LP | MD. + BED— 


=% BMD, x BAN— x 


. x BMD deci DE || AN si 


392 


inscriptibil si deci + ODA =- M. Din datele” problemei 


rezultă că unghiul M e constant deci HODA = const. 
Atunci D va fi un punct E 
fix şi locul lui M va fi al 


Fig. 7.46 
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- Fig. 7.47. 


patrulaterul DIAN e paralelogram. De aici rezultá DN = 
= Al. La fel patrulaterul LAHB este paralelogram gi deci 
AH = BL = PD. Se arată apoi că MP = DN şi atunci 
PD + MP=AI + AH sau HD = = IH. -De aici rezultatul 


cerut rezultă cu uşu- 
rintá. 


Fie dreptele AD, HE si > 
CF care fac unghiuri de _ 


60” cu laturile opuse si 


A'B; C', intersectiile . 


lor si fie AA, BB, GC, 
înălțimile în AABC, Mai 
întîi se arată cá AABC 


si AA'B'C au toate 
unghiurile egale căci de 
exemplu patrulaterul 
A'EAF e  inscriptibil 
(X AEA'— + BFA'—60?). 
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Mai rámine de demonstrat că de exemplu BC = BC. 

Pentru aceasta observám cà patrulaterele CEDC'. DB'FB 
și BCB,C, sint inscriptibile și scriind puterea lui A față 
de cercurile lor circumscrise avem AD, AC= AE. AC. 
AD, AB= AF, AB, AC,:AB. Scázind a doua relatie"cu 
prima si adunind-o pe a treia cu toli termenii trecutilin 
membru drept obtinem AD B'C' = AC-B,E + AB-C,F. 


Mai departe AAA,D ~ ABBE ~ CC,F si deci 42 
— AA, 


ue HE E de > ido A.D, BC -—HE BC C,F-AB. 
BB, CC, 


Aceste relatii la care adáugám AD — 2A,D (evidentá) ne 
conduc la B'C' = BC si teorema e astfel demonstrată. 


Această proprietate poate fi adoptată ca un al patrulea caz 
de egalitate a triunghiurilor. 


— 
— 


Trebuie sá demonstrám cá 


FD GD 
FE GE 
` FD FC CD 
.FD FG CD 
Din AFCG ~ AFAE rezultă — = — = — 
| FA FE AE 
Din AGCD- AGBE-— === 
: GB GE BE "Li 
a TA mm . . FD FC GD GC 
Întrucît AE = BE, rezultă că — = — = — = — 
FA FE GB GE 


şi apoi (x) FD - GE = FA-6C, FE . GD = FC-GB. 


Ducem apoi AM || CD gi BN || CD(fig. 7.49). 


il B 
Din AGCD=AGNB rezultă BEC e , dar din 
GN GB : BN 4 
AFCD= AFAM rezultá PU ES Li Intrucit AM — 
FA AM FM 
= BN avem 
GC FC 
AA) — = — 
( e FA 


! CE 
Relatiile (x) si (xx) ne demonstreazá relatia propusa. 
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Vom utiliza teorema lui Stewart al cárui enunt este 


(fig. 7.50) 

AB2.DC + AC? -BD = AD?.BC + BD-DC-BC si care se 
demonstreazá scriind teorema lui Pithagora in AABD re- 
lativá la latura AD gi in AADC relativá la latura AC si 
xeducind apoi termenii care contin produse de segmente. 


: ^ IN 4 
Fie acum A — 2B. Rezultá imediat cà dacá AD e bisec- 
ES i i i 
toarea unghiului A, avem AD = BD. 


BD AB 


Tinind seama de proprietatea, OI = ——obtinem . 
i AC , 


ac 


BD = 
şi AB. 


unde a, b, c, sint lungimile laturilor BC, AC 


dc 


- 


Notînd la = AD si scriind teorema lui Stewart in AABC 

ac? ` 
| a? — b? + 
a? — b? = bc. 
Sá presupunem acum cá a? — b? — bc, sau a? — b(b + c). 
Ducem bisectoarea AD = lą si calculind segmentul BD 
$i pe 12 cu ajutorul teoremei lui Stewart gásim : 


găsim 1, — —și tinind seama cá la = BD găsim 
c-* y i 


12 pat be — me . ; BD == qe 
i MS b + e 


, a 39 
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Fig. 7.50. | 


"Tinind seama de relatia dată găsim 


m t Te = BD», de unde rezultă imediat * B- ` BAD 
C 
dide A 3B. 
66 AABD ~ AABE LAB = xAEB si E DAL comun). 
, Ue à ADL TE de unde 28: — AD. AG 
AB JAE 


b) xFED = ABB = = *CED (avînd măsuri egale pe 
$ cere). | 
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63. 


O ro os 


e) &BFG— E + BEC = constant. - 


Locul geometric cerut 'este.arcul de .cerc de pe care se 


vede -segmentul BC sub unghiul constant — A. 


În APBQ dreptele ON si PM sînt înălţimi, deci dreapta 


AB care trece prin intersecţia lor va fi si ea înălțime (AB | 


AP) 


a) Dreapta ME este mediana în AADI Mg oat 
| PA: ME S. 8 
Deci baricentrul AADM coincide cu punctul C. 
p BC ap AO A 2 


, — — Z — 


ME.'3.:AF-. 8..'-Dp 3 


Pentru a aráta ultima egalitate se demonstrează mai 


inti cà DC — AB (DQACDB e. paralelogram). 
c) Notind cu BH și CL medianele AABC avem: 
AD = 2AE, MD = 2BH, AM = 2CL (ultimele două 


egalitáti rezultă din faptul că OBHDF şi OCLAP sînt 


paralelograme), : 
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0 S p "M 
Fig. 7.53. 


d) Sumind inegalitatea AB < ABE + BE, AG « CL AL, 
BC < BH + HC se obţine 2p < 2 Yima, unde 2p este 
perimetrul AABC si Yuma este suma lungimilor media- 
nelor din ABC. Sumind inegalitátile AD < AC + CD, 
MD < CD + CM. AM < AC + MC. Se obţine inegali- 
tatea 2p > Y ma. 

Ultima inegalitate cerutá se obtine aplicind AADM 
 relatiile de ordine demonstrate pentru AABC. (În fapt 


se „obţine o margine a sumei lungimilor medianelor mai 
strinsá). ; 
Fie OcAB(|CD si E, F mijloacele segmentelor AC şi 
BD (fig. 7.54). Proiectám punctele A, B, C, D, pe dreapta 
EF in Al, B,C, DD... 
Avem ABB'F — ADD'F de unde BB' = DD'. 
La fel AA = CC > | 
| AA .5€6 K 


Mai departe putem scrie A A, A at 
I BB' DD' K 


| 1 ^ l ^ ~ x - X .. H . A TA 
În primul raport scádem numárátorii din numitorn —— = 
| | AB 


= —p' de unde tinind seama de ipoteză, JA = KC. 


Atunci AJAA’ = ARCC' si deci &A'AA' = +CKC si 
de aici proprietatea cerută rezultă imediat. 
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a) Se aratá mai intii usor cá OD si OE sint respectiv bisec- 


Fig. 72.54. — 


toare ale Xx AOC si +COB si in consecinţă: 
xEBO + MAO = « EOB + x ADO = xCOE + + DOC = 
= 90%, de unde AMB = 90°. 


b) Avem AC || OE si deci XEOB = +CAB= x EBO, 


b) 


de unde AM — CB. 

Punctele C si O se aflá pe cercul de diametru DE intru- 
cît x DOE = 90? si C e simetricul lui O faţă de DO. 
De asemenea punctul M se aflà pe același cere intrucit 
x DME = 90°. 


Cercul circumscris AABC trece şi prin O deci e circum- 
seris şi AOBC, Centrul cercului circumscris AOBC 
se află pe mediatoarea segmentului OB (fix). 


Centrul cercului înscris se află la intersecţia dreptei 
OA (bisectoarea + BAC) cu dreapta BD (bisectoarea 


ÍCBA) si se află pe cercul dat. 

Centrul cercului exinseris AABC (relativ la xCAB) 
se aflá la intersectia dreptei OA cu bisectoarea x CBE 
adicá in D' (diametrul opus lui D) si locul lui geometric 
este de asemenea cercul dat, 
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Fig. 7.55. 


Fig. 7,56. 


e) Fie H ortocentrul AABC. Avem  xCHB = 180 — 


400 


De aici rezultá BH — OC — R (raza cercului dat), deci 


locul lui H este un cerc egal cu ce 
. in punctul fix B. 


| dat, avînd centrul 
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73. 


. Din datele problemei 


Locul geometric cáutat 
este o dreaptă paralelă 
cu cea datá (a) dusá 
printr-un punct situat 
la două treimi de O din 
segmentul OD, unde 
0= (d)(|BC si De 
mijlocul lui: BC. 


rezultà 
l ER. CP. CB — CP 
: CO CD CA CD 
de unde 
CI EB. cm 
AS și CK = CO tea i const 
GO: CA | G ! ; | 
Mai departe po a E ; L 
CI CM CA CM ES. i CI GA CACA CO: 
—— — —— $1 = —— de unde — = —— şi CI === 
CO CD CB ` CD CO CB - CB 
— const. l 3 


Ducem prin P o paralelá la BD si notám cu R intersectia 


ei cu AB. Avem 

d $5 CRUS const, deci si CR = const: 

CA CM = CI 

Locul lui P este un cerc cu diametrul BR căci + BPR = 
= 90°. În mod analog se “găseşte locul lui M. (ducînd prin 
M o paralelă la. AD). 


Pentru a aráta cá BE e tangentá cercului circumscris AABD 


este suficient sá arătăm că DBE = xBAD (În aceste 
condiţii scriind rapoartele de asemănare din ABDE ~ ARA 


se gáseste FIR gh EA — EB? 
y DBE = EC = == > BE = *BAD 


La fel se ath u^ 
x ECD = ¿CAD si a doua parte a concluziei este demon- 
stratà. | 


Fie E, F, G, H, M, N mijloacele laturilor AB, BC, CD, 


DA, BD, AC şi ÓN | BD, OM || AC. 


— N 


rea E EA 
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E- Š 
Fig. 7.58. Lact | . Fig. 7.59. 


er 


Distanta de la -un punct la o dreaptă o vom nota dgqo 
unde B este punctul și AC dreaptă. 
Avem | 


rs i risa 
EF. dgom)= SocoH= pt d pow) 


M . 3 


w |= 


SOEBF= 


Dar EF = GH = AG doom = dnom) fiindcă MB = MD. 


Atunci Sogge = Sopa 
Pe de altă parte Sugcp = FLU (diac) + puo) = 4Soznr 


căci dp(p 4c) + dpc) = 2d gtown- 
În mod analog se arată că 


SR 
Song = Sorec = 7 Sagco 


76. a) Se demonstrează ușor că Spar +t Speo = 


S ABCD- 


i 


w | 


b) Relaţia cerută rezultă din dpg(4p) + dear) = datap) unde 
cu dg4p) am notat distanţa de la punctul B la dreapta 


| Aceastá egalitate se demonstreazá imediat ducind o pa- 
ralelă la AP prin punctul C. 


402 
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.c) Dacă P este între paralelele AD si BC, relaţia a) de- 
vine 
| Span — Spenl = Span + Sppe iar relația b) devine 
Spac = Span + 9pap: 
Cind P este în cealaltă porliune a planului se obţin re- 
latii analoage. 


Punctul M se găsește in felul următor: Notind darugy» 
“distanţa de la M la AB, cu de gi celelalte distante cu 
da, dy iar cu a, 5, c, lungimile laturilor avem. 


=] 
~] 
s 
^5 
Sur 


ada : E id. = ede == Sano 


ETSI 


Pe de altă parte ah, = = bho = Che = 2S 4pc (ha, hp, he 
sint înălțimile). | 
De aici rezultă 


q duy de 3 2 


Cu aceasta se găseşte cu ușurință pao M care coincide 
cu baricentrul triunghiului. 


b) Din conditiile problemei rezultá 


ada bdo edi ^. s 2SABC 


— — KiIá o —— 
— — a I = i 


m. n p -M+N+PQP 3 j A 


aha = bhy = ch; = 2Sagc, de unde 
d odis odis 1 | 


mh, ^ nhë ; phe -o m+n+p 


si de aici se determină da, dp», de si punctul M se constru- 
iește cu ușurință, 


49. Problema se reduce la găsirea dreptei MN || AB || DC în 
tapezul ABCD (fig. 60) care să aparti aria Sagan astfel 


Ca SABNM = PSM sau Sanum = $ S ABCD 


'Tinind seama de expresia care da aria hexagonului regulat 


ob ținem à 


S Vă l 
ARNM = 


-+ 


27 — Ghid de pregătire la matematică 1 | 403 ' 
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79. 


80. 


A 
PA 


404 


Fig. 7.60. 


: ue e € 2x y3. ; > 
Dacă notăm AA'= x, găsim MN = a + a și ecuaţia 


pentru determinarea lui z va fi 2 Y3x + 6xa — 3a* y3 = 


(3 — V3)a 


= 0 care ne dă soluţia t= — 


Se due paralele prin punctul considerat la toate laturile 
poligonului si se gáseste cá suma cáutatá este egalá cu suma 
apotemelor. Mai simplu, se scrie cá suma ariilor triunghiu- 
rilor cu virfurile in punctul considerat si cu bazele, laturile 
poligonului este egalá cu aria poligonului. 


| a3 py3 ab Y3 
Sanep = 24MC +. Suman + Sem —p + — AROS 
| Y 


= (e erai 


N 
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2. GEOMETRIE iN SPATIU 


Fie d == P (| T unde T este planul in care se aflá AABC 
(Dat). 

Notăm eu A' — BC(d, B' — AC(Y3d C' — AB (d (in- 
Lerseclii posibile întrucît d € T). 

Intrucit ab si AB aparţin planului SAB ele vor fí concurente 
într-un punct situat* pe d, adică in C' (fig. 7.62). La fel ac 
si AC sint concurente in B' si BC si bc sint concurente in A”. 


Locul geometrie cáutat este dreapta paralelá cu dreapta D 
care trece printr-un punct situat la o treime din distans 
de la mijlocul segmentului BC la dreapta D. 


Proiectia se aflá in centrul cercului circumscris triunghiu- 
lui in toate cazurile (Deci cazul c) in mijlocul. ipotenuzei. 
o ~“ . 


| NE 
Unghiul cerut « este «= Arc cos > la < 90°) 


Distanța . cerută d este d = Le 

a) Proiectám punctul P pe planul AOB (fig. 7.63) in P' 
şi apoi proiectám P' pe OA si OB in X gi; Y. 
Se aratá mai intii cá 
EXOR > XOP' şi € YOP « YOP', apoi spouni aceste 
inegalitáti se obține aia À cerut. 


s5 


E 


Fig. 7.62, i à .. Fig. 7.63. 


& | AO d CN - 408. 
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Ri Mm | AG în AACB. 
Avem în AMNm MN < Mm + mN Ree + —, - (fig. 7.64). 


b) Notind cu a = (OP, pl. OBC), b = (OP, pl. OAC), 
—o—— 
c=(0P pl. OAB) avem cos? a- cos? b- cos? c = 2 (*) 


Complementele acestor unghiuri, « = 90 — a = (04, OP), 
— ——— 
= 90 — b = (0B, OP), y = (0C, OP) satisfac relaţia 
cos? æ + cos? B + cos? y= 1. 


Din relaţiile (*) rezultă sin? a + sin? b + sin? c= 1 şi: 


pentru a dovedi proprietatea cerutá trebuie arátat cá 
în aceste condiţii a + b + c < 90°. | 
Fie O centrul sferei si O' proiectia-lui V pe planul A BC. 
Notám cu E, F, G, punctele de tangenţă ale sferei cu mu- 
chiile VA, VB şi VC şi cu M, N, P punctele de tangenţă 
cu 'muchiile AB, BC, CA. 
ADEV = AOFV = AOGV si deci *OVE = z OVF = 
= XOVG. Se demonstrează apoi cà AAO'V = A BO'"V- 
= ACO'V si deci O'A = O'B = O'C deci O' este S Nub 
cercului circumscris. 
Intrucit AO'AB este isoscel rezultă cà M se află la mijlo- 
cul lui AB, si in mod analog N la mijlocul lui BG si P la 


mijlocul lui AC. Atunci O' este si centru al cercului înscris - 


$i fiind si centru al cercului circumscris, AABC e echila- 
teral. 


AC g 


În mod analog se demonstrează si cea de-a "Pal inegali- 
tate (ori cind Mm' | AD in ABAD). | 
-Laturile triunghiului H vor fi A'C' = 2a V2, 


DESDE 
+ A9C? si deci AA'F'C' e dreptunghic LA~ == 90") 


. Prelungind A'F si FC' pînă la întîlnirile in Isi J respectiv 


E EROS ar 5 
intilneste pe BC in J', Din AIAD ~ A DCJ' se calculează 
dsor CJ. = 


406 


cu AB si BC se poate calcula cu usurintà AJ — sal 1 


. Apoi se duce dreapta ID în planul bazei care 


ay5. 
6 


deci J — J' si atunci De pl AFC, 


AF = Ta . Se verifică uşor cà CF'2 — AF? Y 
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10. 


11.. 


Vis. 7.64. y | e DO Fig. 7:65. 


Calculele simple. ne conduc la determinarea .suprafetei to- 
tale si a volumului, cerute găsindu-se S = a*(1 +.4 E, + 
+ 3/2), V= 207. | 


Conditia necesará si suficientá pentru ca . AADE să fie drept- 
unghic în D este ca 2x(r — y) + a? — 0. Volumul prisma- 
toidului- ABCDA calculat hu condiţiile cerute va -fi 


ya El (4z + er 


lanele A BC,, BCA, si CAB, se itérsectamza întru punct 
P. Deoarece dreapta - CC, e pl. CBA, (pl CAB, dreapta 
AA, epl ABC, (pl ACB, şi dreapta BB,e pl BAC, (^ 


M BCA, rezultă că ele vor avea ca Puget comun punc- 
tul P. 


Danis de pat i a planelor MNP şi ABC este deter- 
minată de punctele A,e BCN NP, B,e AC (Y MP, Ce 


€ ABNMN. Unghiul cerut este RAN = a Aro te. Distan- 


tele cerute sint 


MARIS LLBR ^ pp PN DENM: ab 
V 4a vi IATA ; yla F 


AMNP e isoscel si^ Syyp = Ll Vai F 


| E | 407 


Y 
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13. 


Pentru a demonstra cà planul MNP taie sfera ^ circum- 
scrisă prismei date după un cerc mare se arată că acest 
plan conţine mijlocul segmentului care uneşte centrele 
bazelor. 


AB=a, BC=b, AÁV=c. Avem VB | BC (teorema 


celor trei perpendiculare) | 

VD | DC (tig. 7.66) AN | DC, AN | VD (ipoteză). 
Deci AN | planul (VCD). 

Analog AM | pl VBC. 

Rezultă VC e pl VCD (| pl VBC | pl AMN. 


VD= vi? + c, VB= Ve c Eg; p A es bc 


Va cz Vb c 
Fie Pe VC (pl AMN, AVBC ~ AVPM, de unde 
MP — VA A Va e MP (bets 
b VC V+ b+ cz Vaz F e + 03 + c2) 


Di ae 3 2 
Analog PN = PE PES: AM 
Vía? + b + eb? + e?) 


Perimetrul cerut va. fi deci 


P REA A EN. HL aa E AE 

Ea Vie = TET Trrj 
Unghiul celor douá plane va fi egal cu cel al normalelor lor, 
adică cu X CAV = q = Arc tg LEA — Arc tgy3 =. 400”. 
Fie laturile bazei BC — a, AC — b, AB—c si unghiurile 
fetelor laterale | 

X SMO —«; FENG = p 

+ SPU &- (50 1 pl ABC) fig. 6, Avem tga=-2, tE B= 


D) 


OM ` 
= A. [e v irsi în plus S Anc = 0Ma + OM, b E OPc 
de unde ! 
us pip — ap — bp — €) adbuc 
V abp = omn menm een A a 
E 3(a ctg «u + b ctg Buc etg y) 2 


408 
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16. 


Fig. 7.66. ^ 
| | | I DEUM 3 
Suprafaţa bazei este S5 = Es ,iar ináltimea H — zi tg a 
A x a? y M * a23y3. 
deci volumul V = — tg g iar suprafaţa laterală S; = 777. 
TOWER 24: E 4 cosa 
Avem- imediat (fig. 7 AD — a, HG — ar. ; 
- sin(x + B) 
TRIS ee Eee 


| | 2 cos o 
LH = A si apoi din ASEF = ASBC se arată 
| sin(a + Q) 


T3 sin 20, ` e . a ; 
EF = a [1E . Secliunea a cárei arie se cere este 
; sin(« + (2) 

N 


un trapez ADEF ale cărui elemente necesare pentru cal- 


culul ariei au fost deja obţinute. 


R: Se — £ (843410), v — S3, s — 2e 


9 9. ; 


409 
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| T 


Fig. 7.68. 


R: BC = a 2, VC Bs a |3, VA = a|/2. Pentru a demon- 
stra că MN CAV MN” L BC se calculeazá laturile MA, 
NA, VM, VN, BN si BM si se „utilizează teorema lui Pi- 


dibd MN = 2H 


Fie planul PQRS | BC si pl PQRS || VA (fig. 7.69). Avem 
RQ | VA, SP|VA deci PQ || SP, PQj| BC, SRI| BC 
deci PQ | SR si patrulaterul PORS e (oU ME end 


19. 


410 


Va CA BE: MC. AC 


= 1 — k. Aria paralelogramului cerut va fi PQ. QR: sin a = 


=BC (| —k)-kVA sin « si va fi maxim. cînd va fi maxim 


produsul k (1 — Kk) adicá pentru k = — zi in condiţiile pro- 


blemei rámine constant). 


Avem prin ipotezà AB — BC — GD = DA=a, VO=h 
(fig. 7.70). Notind cu x planul secţiunii din enunţ avem evi- 


dent : Qe MN (YACe n HEPON SOS; pl SBD L MN 


deci pl MNP (pl SBD || BD. 
Fie RT. e pl MNP (| A SBD, (Re SB, Te SD). 
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Fig. 7.69 - EO SONNEN nos Fig. 7.70. 


“Secţiunea piramidei cu planul ~ va fi pentagonul MN RPT. 


TR 2a re TR 


Aria lui Aire ON + —> MP == E aa Yh? 4- 2a? + 2a 


Cele douá corpuri in care este impár titá piramida de plan T 
— sînt compuse; ` 
„— eorpul SMNRPT din: piramidele SMNRPT şi SAMN. 
— £orpul rămas din piramidele CMNRPT, RNBC si TBMC. 
Piramideje SMNRPT 5 CMNRPT sînt echivalente avînd 
baza comună si înălțimile egale (din cauza relaţiei SP = 


= PC). Mai departe, A aux = = Apo iar înălțimea pira- 
` 


midei SAMN este de patru ori înălţimea piramidei RN BC. 
Din “aceste consideraţii rezultă [àrà dificultăţi rezultatul 


Cerul 
y , n | gan + bos 
20, 8] == H D: a, Si = nm? sin — d à £ 
f 4 ? „sin tau 
sii 0 
V A Li 
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unde m e muchia lateralá a piramidei egalá cu 


180° 180 æ}. 
tg iss. sin | + =) 
n n 2 
A we 1809 3 
sin — sin — — 
| n 2 
e 180° o. ¿a 
21. Răspuns: Sı = nA? cos a-tg 4 S, = 2n A? cos « cos : 
180? 
ts o a 


n 


99. Notind cu R raza sferei, cu r si h respectiv, raza bază si înăl- 
timea cilindrului, avem din ipoteză R?- rh. Din relaţia 


, h? : h i 
R? = r? -+ — se obține acum — = 2. 
4 r 


P steră..: . 4x RP n h A 
IY acel Brera = — = 4 — = 4 = ay 
r 


V eilindru.— zr?A 
Raza sferei cînd se dà aria totală a cilindrului este R = 2 y2. 


23. Notám cu r raza cercului de contact si fie VA B o secţiune 
în sferă si con cu un plan dus prin centrul sferei si vîrful conului 
AVAB e echilateral si cercul mare al sferei a înscris in acest 

RV3 

a 


d ) 

„triunghi. Rezultá atunci r — 

Aria calotei DFC (fig. 10 va fi xR? iar cea a calotei DEC 

; 1 l 

wa fi zR?” Raportul: — 

l i 3 

24. Fie o secțiune axialá prin centrele celor două sfere si pria 

inálfimea trunchiului de con, ca in fig. 7.72. Din ipoteză 
Avem evident: > 


AC =VI E (RE Ry, AD= R, + R, DC = 2R, 


Lg 


312 
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Fig. 7.71. Fig. 7.72. 


A au = IR, : si cum R e raza cercului circumscris AADC 
avem 
x iD | D ,..129 i 
R Gh PVR, uar 


4r 


(O(RQ— RARA. RBR., 
A ra Er C fr e 


4r 4r ^ 
HESS 5 p? 
+r si deci O, = 0, y mou 


4r 


Din AGCG' ~ ABCB' avem imediat — 2 —— — —— . de 


Gg R, R— Ry 


unde p = NOU Ag) a Ru S 
Ri 4- R p Ri R; q 


Notînd eu z, y, z, respectiv dimensiunile” bazei şi înălţimea 
paralelipipedului, avem : 


zy —4; x4-y-z—10 si METTE Tc 
413 


ha: 
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Aria S o mai putem scrie S — 8 + 2(x + y) ES tu) = 
= 8 — au + y)? + 20(2 + y) si este minim pentru x + 
+ y= : 


i TE dă r4, y= 1 (sau invers) si 2.=-5. 


. 32. GEOMETRIE ANALITICÁ 


A BC, un triunghi, AB, Ox; înălţimea din A(2a, 0). BOD, 0), 
C(0, 2c). Urmeazá A'(b, c); B'(a, C), c + b, 0) 
Cercul circumscris triunghiului A'B'C' 


epa yl 
b? + c? $ AE 1 230 
a?-40 05.4 7c 
j (a + by? ER 0 1 
sau 
| at or y ] 
LHe b c.l ha 
sat a—b 0 =Q 
up 2a b +0 b — cc be 0 
“sau pă : E US 
z Ce na b y — ela + br 


D este la intersecţia: dreptelor 
oe àg — 200 — 0 
bx — cy — 2ab = 0 


ab + c? i b—a 


“Coordonatele lui sint: 250 ————, 2be 


a 2 id D] 9 
b* p c b? + c2 


„Coordonatele lui Z, analog, sint 


A ab + c* a — b ge h à 

2u ———,2ac€—————-' (se permutá a si b in coordonatele 
a? + c? + EN : 

lui 13). 


Calculul arată cà D si E se află pe cere. 


Coordonatele lui H sint dale de. 


414 


"V ^ 


4 " E ab 
bx — cy — 2üb = 0 şi x= 0, deci [o e Mi 


„d 
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Fig. 7.73. 


Rezultá prin mijloacele segmentelor AH, BF, CH, coordo- 


natele : z și | | 
` Di 2al E à dud z I 
a, — a), b, — zu 1UP feces „Se deritică u úsor că toate 
A X O jo, 2c 5. : 
aceste puncte sînt pe cerc. AN 


2, Fiezr ha aria afectată culturii A si y ha aria afectatá culturii. 
B. Condiţiile problemei conduc la -+ y < 400, y < 2r + 
+ 100, 0 « z, 0 < y. În sistemul de coordonate x0y multimea 
punctelor (x, y) care. satisfac aceste condiţii este. e 
in figura alăturată, | 
Problema revine la a găsi. punctul (x, y) în regiunea hasuratá 
astfel ca z = x + 2y să fie maximă. Pentru un z fixat, ecuaţia 
x+ 2y —z = 0 reprezintă în Planul xoy o dreaptă a cărei dis- 
lantá la origine este d = M De aici se vede cà |z| este 


"maxim atunci cînd d este maxim, in concluzie z are v alaaro maximă 


pentru (x, y) verificind sistemul x + y = 400, y = 2v + 100 a 


cárui solutie este x = 100, y = 300. Bereticiul. maxim este 2mar = 
= 700 milioave, | 


3. Fascieolul de cereuri tangente in I ea la bisectoare 1 are 
$ ecuatia | 


(x — m jy. (y — 2) 4- Lux — y) = 0 


415 
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Un cerc al fascicolului taie pe Ox in punctele ale căror ab- 
cise sint date de 


oat (4 — Àr + 8 = 0 


Avem qti + 1,24 — M t't, = 8, 1 —1,=2. Urmează 
(2, + xa)? — Atata = (4 — A) — 32 = 4. Deci 4—A = cx 6, 
Ay = 10,’ à, = —2 | 


Luind originea in punctul dat, ecuatia unuia din. cercurile 
din problemá este de forma 


£2 + y—2a 1 —2fy + c=0, 


cu a si 8 variabili si c, constant. 
Ecuatia cercului dat fiind 


i? + y? — 24,1 — 3b,y + c, — 0 


conditia de ortogonalitate se scrie 
) 


Locul geometric cerut este, deci dreapta 
2a,1 + 2byy —0,—0c—0 
Centrul cercului cerut, este centrul radical al cercurilor 


a$-pyh— 6e — 15 0, 24 yf + 2y — 15 = 0, 
os o (e— 5 Q4) —0 


Două axe radicale sint 


3r + y = 0, 5x — 3y — 28 = 0 


Coordonatele centrului radical: 2, —6 
Patratul razei cercului cerut este (5 — 2)? + (—4 + 6) = 
= 13. Ecuația cercului căutat este, deci a? — y? — 4c + 


Tie CQ, 1), C,(—2, 1) centrele.celor două cercuri date 
si P, P,punctele de unde se pot duce tangente comune la cele 
două cercuri. Insemnind r, = 1 si ra = 3, razele celor două 
‘cercuri, avem - 5 aee : | 


Bgm. E (BA). Alt 
m E d agis . 3 TU p * 
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Rezultă pentru coordonatele punctelor P, $i Pa; 


1 
v = l, yq 


dg = 4, Js = 2 


Ecualia tangentialá a cercului (C,) este (2u + v + w}? = 
— ü? v? şi a punctului P, este 2u + v + 2w = 0. Re- 


zolvind acest sistem aflăm u = 3, v = 4, Ùw = —5 sí u = 1, 


v= 0, w = —l. 
Cele două tangente comune duse din P, sînt, deci, 


3r + 4y —5 = 0 si z—1=0 


Pentru punctul P, avem sistemul (2u + v + w = u + 
+ vw, du + 2v + w = 0 care dă soluțiile l , 


u= 0, v = l, w = —2; u = 4, v = —3, w = —10 


Cele două tangente comune duse din punctul P, sint, deci 


y = 2 = 0, 4x — 3y = 10 = 0 


Luind originea in A, AB ca axă Ox si perpendiculara in 
A pe AB ca axă Oy, ecuaţia cercului se scrie 


/ 22 + y? — 2ax = 0 
Dreapta d are ecuatia 
| | x—b | 
Dreapta AP are o ecuatie de forma ` 
yY: = MI | 


Coordonatele lui P sînt (b, mb) ; ale lui 


2 | 2am 
ZH LM T) 
imè? 1+n% 


Dreapta BH are ecuatia 


x + my — 2a = 0 
| 


Coordonatele lui Q sint Les 
$ m 


Avem CP-CQ = mb- if HR b(2a — b) = Cl. 
m v 


417 
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Dreapta AQ are ecualia 


20 — b 


— 


mb 


Coordonatele lui K sînt 


P, K, D sint coliniare : 


it 


—— 


2ab?11? 2«bin(2a — b) 
b*m?---(2a — b)? bêm? + (2a — by 


b M mb | Se CON : 
2ab?n? 2«bin(2a — b) ^ . bm? + (2a — b)? |= 
24 ! 0 ESSE 


= 2ab?(2a — b)m + 2abm[b?m? + (2a — b)? — 4a?b(2a — 


~% bn — 2ab3m3 — 0 


Ecuația dreptei HK este - 


E ug 


2d 2am 
2ab?m? 2abm(2a — b) 


E | 
i + m? = 0 
bin? + (2a — by? 


Punctul de intersecție cu Ox este dat de 


4amz(b — a) (bm? + b — 2a) = 4a?bm(2a d bm), 


ab 


XT ——— 


a— b 
si. nu depinde de m. 
Toate aceste rezultate se 
pot uşor obţine pe cale de 
geometrie elementară. 
Luind punctul O ca pol si 


Aransformind figura prin 
inversiune, problema, se re-. 


duce la a arăta. cà dacă luăm 
un punct 0, o dreaptă d si 
trei puncte A, B, C pe dreap- 
ta d, perpendicularele în 


A, B, C, respectiv, pe 04, 


OB si OC se taie douá cite 
două pe un cere ce trece 


prin 0. Se demonstreazá. 
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sor că patrulaterul aByO (vezi figura 7.74) este inscrip- 
tibil, elementar sau analitic luind originea in O $i perpen- 
diculară din O pe d ca axă Ox. d 


9. Ecuația cercului ABC este de forma a? + y^ + mz -+ ny + 


4- p = 0. Condiţiile ca acest cere să treacă prin A, D, C, 
formează sistemul —2m + p -- 4 — 0, 4m +p+16=0, 


" i; 41 

(n + p 4- 49 — 0 cu soluţia n = —2, n — — =, p= 8. 
l x i di 

Ecuația cereului ABC este a? + y? —2r —— y — 8 == 


b) Centrul cercului tangent in B la AB gi care trece prin 
D se aflà pe perpendiculara în B la AB si pe mediatoa- 


y AR wy 
| Ecos Raza 


rea segmentului BD ; se obține 


, 


2 7 
|A 


| 2 Lr P M^ a 
cercului este Pal 5: Ecuatia cercului tangent in E 


14. $ 


la AB si care trece prin D este zx? +y? — (4 — 2)x + 
2 : : SEU. | 
FO 42) 2% =0 


Analog ecuatia cercului tangent in C la AC si care trece 
> | 9 pete ko l | | ? 
prin D este a? + y? — (a + 4): —4 Lt y J- 44 —0 


c) Eliminind.pe A intre cele douá ecuatii se obtine y — 0, 
11% + Ty? — 14x — 41y — 56 = 0 adică dreapta AB (de- 
scrisă de D) şi cercul ABC (descris de punctul de inter- 
secţie -a cercurilor, diferit de D). ,. 
10. a) Fie y = mz o: dreaptă variabilă prin origine. Aceasta 
ntersecteazá' cercurile în punctele diferite de origine, 
6 6m 10 10 mio a : 
P [rs "Q aa pu Pangentele in P si 
Ir m? 1--m*j 14 m81+m8) 
respectiv, Q la cele douá cercuri au ecuatiile 
f 


6 Gm 
dA ma ipm? 


10 fa 10 m: 


6 
1 + m? 


y—3 [e+ ]- 0 


5:710. s 
LH ——— y—5 [2+ =$ = O 
1 A m? 1 4+ m? box do de^ | 
, j Iu. oos Eis PN IA 
51 au, deci coeficienții unghiulari egali cu —— 


4 | m*—1 
28 — Gnid de pregătire la matematică * . \ ; "s 119: 


f 
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b) Mijlocul M al segmentului PQ este 


-420 


Y 


l 8m 
M Eliminnd pe m intre c à 
: |: cele dou: 

(3 + m2 1 -+ =) i l aia 


coordonate se obţine locul geometric al punctului M. 
Cercul x? 4 y? — 81 = 0 


Fie dreptele y — X (1 + p) y= o + r) paralele cu 
a ua 


asimptotele a căror intersecție sá lie P(x, y). Atunci 


a a / , 
p=—x2+ J, r-—-——r— 77 y(1). Aceste paralele taie 
hiperbola în punctele M si N de coordonate xr = 

al — r? ba | coc a? — p? bc 
= IL, y= 2 respectiv r=— EL, 4 = +. 
4 T ' p p 


Condiția de coliniaritate a punctelor M, N, O conduce 

la: p?r? = at(2). O pe A; si r intre (1) si (2) gásim 

locul geometric cáutat - ES -— £ + 1 = 0, hiperbola con- 
a“ 

jugată celei date. 


Condiția ca dréapta MN să fie paralelă cu axa Oy este 

a +r? a+p T | 

ca CAL S *P care conduce la condiţia r=p=0 
r p 


si deci P descrie axa Px. Analog in cazul in care MN 
rámine parabolá cu axa Ox, P descrie axa Oy. 


Luám pe OB ca axa Or si perpendiculara in O pe OB 


“ca axa Oy. 


Fie B(a, 0) şi y= a(x — a) ecuaţia dreptei (A). * 
Dreptele OA si OC trebuie să fie de ecuații 


OC = y= px, OA = y'= —pz. 
Coordonatele lui A se găsesc din sistemul 


y = m(x — a) 


Y = —pr 
De unde obtinem y4 — Tu > Coordonatele  punctu- 
m + p | 
lui C se obtin din sistemul 
yp 


y =m(x e o 
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b) 


: . ; ma ^ T 
si prin urmare ze = -. Dreptele de la a) se taie în 
: m—p  . a | 
cod. y ma ^ map S | 
puncto de coordonate , — P|. Găsim locul 
m— p m+ p 


geometfic al acestui punct eliminind parametrul p intre 
relatiile 
pe E. S, jc. s SO obtine 
m-— pst m rp 
2mzi + m?ax — may — - ma? = Q. 
care este o hiperbolá. | 
Se eliminá p între relaţiile ^ ` 


map | ma ^. pma x ma ) 
= p x + | s Y — = — P T— i 
m+p . m--p m —p 1 


lie coordonatele punctelor M si N, M (a, y3p a), 
N (a, y2p 42) 


Fioyatia Sub MN M xt — mtie, y + Va, «; dy = 0 
l 2p 


iar coordonatele a p all. esi 


tw pt (Vat Vas) Vaso 1p — E28 (Va + Va) 
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Ecualia parabolei pe care. se allá P este (X)-a 
| )2 Laid y 
= p +4- P a unde a e abscisa lui T. 
. aa » 
b) Punctul F(p, 0) trebuie sá verifice ecuaţia parabolei (x) 
şi pentru aceasta a = 0 deci Z trebuie luat în origine. 


.84. Fie parabola y? = 2px. T angenla în virf este dreapta xr — 0. 
Fie P(x, D). EOS unei tangente e P la parabolá este 
de y = mz + — unde B = ma +- L. Segmentul deter- 

ih 2m 
minat de axa Oy de cele două tangente are lungimea l = 
my Mo 

—2m8 + p = 0. 

Rezultă 


I 


unde m, si mg sînt rădăcinile ecuației 2m*%% — 


as A E ? 


un, — m, = = Ten, + + m)? o - Amma]! = | 


E LAE 
: |Im,m,| = 
pa 111 7 
| 2 [a | 
si deci 
WEE > pps 2pa)!/ 
i Nd Poss 
ak : go 


1 £ 
- 4 


adicá 8? — Ipa RE “Locul geometric al punctului p esle o 
parabolà. | 


45. a) Ecuația dreptei A D este y — m [z— | cu m= tga 


mË A! n? 


VES « 1 ; ; F 
Se găseşte AB = Ap. RN — si cum sin? a= —— — relaţia 
mt. 1 + m? 
AB sin? « = 2p se verifică. | S 
| sin? o 1 . cos? a 
=b) Tinind seama de punctul a) ut ge Ee 
| LED PNE Ch. 9p 
> l Eod 1 x | i i 
(i de unde — + — = —. c) Locul geometric «este di- 
-— AR: CD! ap | 
a A ul p. 
 mectaarea X= — 7. 


AES us ei QE y 


CE Scanned with OKEN Scanner 


16. 


Alegem un sistem de coordonate astfel ca A(0, a), B(b, 0), 
C(e, .0) H,(0, 0) si atunci ecualiile dreptelor a cáror con- 
curentá vrem sá demonstr ám sint 

A'M} : 2ax + 2(b + c)y — alb + c) = 

B'M, : 2a( + boda + 2(a?b A- bc — By + ucă — & b — 

— 3abe? — at = 0 

CM: 2a( + beje 4- 2(a?c + b?c — b9)y + «b? — ac — 

ab — 3ab?c = 0 

Determinantul a cárui anulare demonstreazá conditia de 
concurentá se simplifică. scázind linia a treia din a doua si 

scotind pe 4a? în factor din linia Intíia si coloana a treia dupá 
care devine 


DO ES 0 — be 
A=404(b—0) | 0 ap bpe (pc = 
a?-- bc PUE b?c—p3. b —a*c—a?—3 pee 
lix gll 0 —€ 
= 4a*(b.4-:0) 1:50: a+ Bet... —(b—c |= 
| a^ bc. E *c—a*)— Ul b? —a3c—2D?c 
—4e(-EoO) r0. ap (o 
i po at4-bc ac be? —a?c— bc? 
E 7540 bn 0 aere — (be) 
| 1: Tet E DEEST. 


onto dientes d va fi d'we We ma. Notám Pe d (^| Ox, 
M simetricul lui O fatà de d. (fig. 4). | 
Avem ecuaţia dreptei OM (1) ; x+ my = 0 si. 


A " 2am y — 2ba ^ 
“M = JE Dai rea 
( 14 m? Adam 
» E E LJ . à . t l e. 
Lp > a Y eci ecualia dreptei cerute (MP) va fi 


| 


A 


= 0 sau 2ma + (m? — 1)y == 34(2) 


423^ 
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.18. 


19. 


424 


Fig. 7.76. 
i 


Locul geometric cerut se află eliminind pe m între (1) si 
(2) si va avea ecualia a? + y? + 2y — 0, (un cere cu cen- 
trul in A, trecînd prin ,0). | 


Notind cu 0 unghiul dintre prima bisectoare si dreapta 5 si 
m — ig 0 vom avea imediat ket sd 


1+m pl f 2 n : : 
ms = ——, Ma = ; Dic si ecuaţiile lui d si d" 
1 — m . 1 + m 1 +m 
i , m-—1 a(1 — m)? 1— m 
vor fi d:y'= y E d y = i. Locul geo- 
: d in 4-1 (14m). da 


metric se obţine eliminind m între aceste două ecuaţii si se 


"UD EU i ARE a al ed , a a A 
obţine x TJ (parabolá simetrică cu y? = ŢI faţă de 


prima bisectoare). 


Ecualia locului cerut va fi, dacă alegem AB si AC, respec- 
liv, drept axe Ox si Oy: 2+y=k (k e semiperimetrul 
construit). Notind eu y abscisa lui c avem pentru perpendi- 
culara dusă prin C la BD ecuaţia: (k — v)y — x(x. — v) = 


= (k— y) care poate fi pusă sub formă (k — v) (y — A) — 


— y(x — k) = 0. Această dreaptă trece evident prin punc- 
Lu] g= y = k pentru orice v. 


"di 
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20. 


22, 


Acestei probleme i se poate da si o solutie sinteticá foarte 
simplă. | 

Alegem sistemul de coordonate astfel ca A(a, 0), B(b, 0), 
C(0, c), K(k, 0), adicá axa Ox coincide cu AB iar Oy cu inál- 
timea din vîrful C a AABC. 

În aceste condiţii dreptele D si KL vor avea ecuaţiile, res- 
pectiv D: y = m(x — a) 


KL: «Ak — e + a + ab — ke? | y + ck(k 
" n 


a) = 0 


Locul lui M = D AQ KL se obține eliminind m între aceste 
două ecuații si se obține: . I 

c(b — a)x + (ab — K?)y + ec(k* — ab) — 0 ceea ce: repre- 
zintá ecuatia unei drepte care trece prin C pentru Vk e R. 
Atentie la distinctia ce trebuie fácutá intre element vari- 
abil (dreapta D) si element arbitrar (punctul K). + 


Luám sistemul de coordonare format din BC ca axa Or, 
şi înălţime din A ca axă Oy. În aceste conditii avem A(0, a), 


B(b, 0), C(c, 0), I(xy. Yo) Si efectuind: calculele pentru de- 
terminarea coordonatelor punctelor 4”, B', C' vom găsi: 


" Yo(A — Yo) | 
X= %o __ Jota — Yo) Ya = 0 
To š 
r a PA ! > și 2 
Xp Cro(b — To) — CY Vo — 4) Up, = a(b — xg)(c — xg) + ayó 
wi c(b — Xo) + ayg c(b — 25) + ayo 
25 se bxy(c — xg) — DY Yo — 4) "un ale — Tab — 29) + ay 


. be — Xp) + ao b(c — x3) + aye: 


Alcátuind determinantul. 


1 . 
TA, YA 1 E 
Lg. UB 1, dupá calcule 
TQ Jc ] 


simple se verifică cá este egal cu zero si deci cele trei puncte 
sînt coliniare. 


Alegem sistemul de coordonate astfel ca Ds să fie axa Ox 
iar originea sá fie la mijlocul lui A B. in aceste conditii drep- 
tele D,, Da, D vor avea ecuaţiile respective: y = q. Y = 
= p si y = 0, punctele A si B vor avea coordonatele A(—4, 
0) N(a, 0), iar dreapta D va avea ecuaţia y = mx + n unde 


m e dat si n variabil. 


E 425 
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. 426 


Dreapta AP va avea ecuaţia. 


—pe+ |a pea y — pu = 0 iar dreapta BQ 
Pp a y l ] 


qa la y —qu=0 
m 


Locul geometric căutat se obţine eliminind pe n intre' aceste 
două ecuații şi va avea ecuația : 


(q — p) + ES + d y—(q + p)a= 0 va fio dreaptă. 
i m ; 


Alegem sistemul de coordonate astfel ca AB să fie axă Ox 
iar D să fie Oy (fig. 7.77) coordonatele punctelor date vor 
fi O(o, 0) — centrul arcului, AC s 0), IG + r, 0) M(0, 
m), — m variabil. 

Ecualia cercului va fi (xr — o) H y? = 1? 

Scriind ecuațiile dreptelor MA si MB si intersectind. vom 
obtine coordonatele punctelor N si P' astfel: : 


LE: (0— r? IC — 1? + m?) TEM NE à) 
| m? 4 (a — ry UN m + (r — oy 
(c + ro? — r? + m) 2r(r + 0) 
OA m. BRA VA AS 
né + (o +13) | m? + (r-r 0) 


cu care se! găsesc : apoi AMAN = - 2r(r — ey BN. BP = 


pS r4 o) 
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Scriind ecuaţia dreptei NP si intersectind-o cu y = 0 se ob- 


à o) $ | i ¿gi 
tine ay == -———— independent de m si deci fix. 
o? — r? 
Dreptele AP si BN au ecuațiile, respecliv : 
(r + o) — my + 1? — 9? — 0 
(r— e)r-- my — 1? + o? = 0 de unde rezultă cà inter- 
R 4 r? — py? y 
secţia lor E va avea coordonatele tg = 0 yg = - adică 
m 


| 


E € D. 


Alegem sistemul de coordonate avind AB drept axá ox 
si D drept axa oy. În acest sistem vom avea O(w, 0) — cen- 
trul cercului, A(o — r, 0) B(o--r, 0) ecuaţia dreptei 
8 va fi y = m(x — O + r) iar ecuația lui I va fi (x — 0) + 
tyr i 


După calcule simple se găseşte că 


1 — m? 2mr 


1 +m? A 


S UM = 0, Uu — omia — r) 


, 


Iy= o. UN= or CM. CN = UM Jy — r* — o? xO, 


m 
constant | e | : | | | 
qe PAS T) omo. Vs a ni za | 
nto — r}? + (à + r)? m o —r 


.«onditia de coliniaritate devine după unele calcule 


m(o — r) 


(rj — £I r)-: AE 


a 0 +r = 0 şi se ve- 
Wtr WEB: o- o) 


rifică identic pentru orice m. y ! 
Apoi folosind datele deja obţinute se verifică fără dificultăți 


deosebite că intersecţia dreptei PQ cu dreapta AB (axa 


A l T€ w? R r? . 
= 0) se face in punctul de abscisá v = —————-, indepen- 
- O A cd 


dent de m, deci acesta este punctul fix al dreptei PQ. 


Se alege sistemul de coordonate astfel ca D = ox iar per- 


.pendiculara în mijlocul lui AB pe D, să fie oy. In aceste 
condiţii vom avea A(—4, '0), Bla, 0) si luind ecuatia lui 


D: 1 y = mz 4, 


427 
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A de A. [7 a du) 


m 


rez. a), d 
m 
A, c Bg DE. Ml + d, da] B|% uU s de). 
m 
á 


Ecuațiile dreptelor a c 


ror concurentá tebuie dovedilă 
vor fi | 


— t 


CN 


EP : dx + jp — ad, = 0 


HRO 
e 


A 185 : (d — deja + (* a + d) = 0 


i 


AP: dyz— [a+ "- y — ad, — 0 


m 


BQ: due ară («— EZ] y — dd, ="0 


- — AB, : (4 — de (5: At 424) y — a(d, + diy = 0 


Conditiile de concurentá se verificá usor. 


26. Relaţia cerută se verifică imediat, fără nici o dificultate 


ştiind că I T A jar G s: Hi 
3 3 
Locul CE cerut este 9x? + 16y* = k?, adicá o elipsá 


k 
cu semiaxele — si —. | 
4 


Notînd cu B' si A” respectiv proiectile. lui B şi A pe OP 
si stiind cá ecuatia dreptei OP este de ax + by — 0 se gá- 
: | 


2 
e BB! uu AM C E I? 8 s UN ola 
SEG | Vai Va yo (a? + b?) iar volu 


mul cerut va fi 


2ab(a* + b3 + LM 
3(a? + ba F b? ` 


27. Alegem originea sistemului de coordonare in vîrful fix O 


V = 


al patratului şi notăm cu a unghiul (OX, OA) si cu v= tg« 
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Fig. 7.78. : 


Dreapta D (datà) va avea ecuația y = mx + n (fis. 7.78). 
Tinind seama că: (CB, OX)-— a, xBOzr = a +45, 
+(AB, OX) = +(0C, OX) = a + 90° x(AC,0X) = 135 + a 
vom putea scrie cu usurintá ecuațiile dreptelor OA, AB, 
AC, OB si vom obtine deci corodonatele punctelor B, C, O,. 
Locurile cerute vor fi: uu 

Locul lui B: (1 — m)y —(1 —ny + 2n = 0 

Locul lui O,(1 + mhz — (1 — ny--neo 

Locul lui C ST NU: Rn 0... 


| Ed 
Ecuația lui I' va fi: x? + y? t oq a ȘI —0 
i , v — m y — m 


Tangenta în A la T: (1 + yu în a E v)y + RH RE 0 
- —m 

Tangenta in O la P: (L — yy + (1 +vy=0 

Volumul cerut va fi; | 


V — —8 (14 YVES 
oap TOMAS VES 
Locul intersectiei tangentelor in O si A la T va avea ecu- 
afia (1 — m)z + (1 4- my + n 0] | 


28. Luind secanta variabilá de ecuaţie y = ma-- a (m varia- 


bi) vom avea P pos A. 0) A o[o. — 5] . Perpendiculara 
m m . 


429 


din Q pe AP va avea 
ecuaţia x-- my--a = 
deci intersectia sa cu 
axa Or va fi punctul 
fix I(—a, 0). 

Locul geometric cáu- 
tat va avea ecuatia 
a+ y tar —ay = ty 
si va fi un cerc cu cen- 


trul în C Eos is cu 


Fis. 7.79. | En E hti m 
x: ! raza 02 


29. Ecuația care trebuie SI determine pe z va li 
Gx? — 4(a + b + c + (ed b? -+ c? + ab + ac + O 
Discriminantul ei A = — ze =b) RU, -— £e eb (c - SUPR Ex 
deci: M nu există. 


30. . Alegem sistemul de ono ca in fg. 739 (o. P. BO 
-Şi trebuie să arătăm că E, G, H, F sînt coliniare. 
Avem : A(0, a), B(b, 0), C(c, 0). 
Scriind ecuația dreptei EF găsim a + cy ms — boy — 
— abc — 0. 
Caleulind intersecțiile înălțimilor BB: si. CC': cu Spérpen- 
- dicularele duse din O pe ele găsim 


A 7 "be? y ' abc i b2 “y | abc 
ip af a p 02? aa, 99 a + b? 


şi putemfacum verifica cu ușurință că Ge EF si H € EF. 


31. Scriind ecuatia cercului cerut I' sub 10rma az? + y? + ne + 
+ ny + p = 0, putem determina parametrii ' m, n, p. din 
condiţiile ca AeT, Ber Cel si după calcule destul 
de simple se găsește ecuaţia 


14.2 — 2 — iy goo 


Centrul ww, al lui T}, se află pe perpendiculare in B la AB 
și pe medialoarea segmentului BD, deci va avea coordona- 
Lele 


Li 


to 


— 2 y + 
D Jo; => 


»3 . 7 


Q0 Nos stupor li d a, A 
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33. 


in 
s=. 


32, 


. 3) V53 2 
Raza lui P,, va fi hes => Rid ri deci ecuaţia lui I4, va f£ 
ay y*— (v — 2)t + 


in mod analog, pentru TP, găsim ecuaţia 
i 2 La 


a? pot (s 4)g — 12 y + 4 — o 


Locul geometric cerut se obține eliminind v din ecuațiile 


celor două cercuri si se găseşte ecuația yfe + yj? — 2x — 
41 
— — y =8]-= — 0 adică axa Oz și cercul T. A 


Alegind sistemul de coordonate astfel încît. coordonatele: 
date să fie A(0, a), B(b, 0), C(c, 0), D(d, 0), Ele, 0) si consi- 
derind ecuatia dreptei FG: y — v (v variabil) gásim dupá. 
calcule elementare ecuatia locului cáutat sub forma 


sale + d — b — e) — (bd — ce)y + a(bd — ce) = 0; deci lo- 


cul căutat este o dreaptă care trece prin A. 

Alegem sistemul de cvordonate cu originea în centrul lui 
T şi cu axa 0y perpendiculară pe coarda AB (fig. da 
Alegem drept parametru .al problemei unghiului GOx = 
Dreapta GC va avea ecuaţia x cos « + ysin a—r= o 


i deci coordonatele lui C vor fi- 
r—k sing 
Le = ————— Ue = k 
COS & 


Fig. 7.80. 
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34. 


Ei 


Ecuația dreptei CM va lia cos a + y(l + sin a) — ko [= 
— 0 iar a dreptei OM: x cos a —y(l — sin a) —0 (a 


paa 


i si he e 
obţinerea acestor ecuaţii s-au Folosit relaţiile Ug [45 MEUS | = 


COS & "M 
= ———, tg| 45 + 
1 sin a 
lui M se obtine eliminind 


Locul geometric al 


1 — sin & 
ntre ultimele două ecuaţii ceea ce se 


k -- Y 
7 
2 
lelá cu AB dusá prin mijlocul segmentului DE. 
Alegem sistemul de coordonate ca in fig. 7.81, coordonatele 


| COS % 
i 


deci o dreaptà para- 


poate face usor si se obline Y — 


punctelor A, B, C, ca de obicei, A(0. a) B(b, 0), C(c, 0) 


iar drept parametru al problemei, distanta FH = v. 


Coordonatele punctelor E, F, G, H vor fi tg = b [e] > 


a 


Pi 


à 
e 


"P 59 el d Up = vado = 1-2). ya = 0. 
i a : 


zy - c[1—2). yg = 0, 
a 


“Cu acestea coordonatele lui M vor fi Tu = ES | ] —2 =] i 
: , ` a 


: id 1 Y - mk » Á ve t " 
UM pipi locul geometric al lui M va fi dreapta de ecuatie 


dt: 


2ax + (b 4 c)y = a(b + c). 
Alegem sistemul de coordonate cu originea in A si cu x 


- 
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36. 


axa Oy perpendiculară pe dreapta XY dată (fig. 7,82), iar- 
drept parametru al problemei, unghiul BAx = x. 


AG 


„Din datele problemei rezultă +A dat, B Oy de ase-- 


menea dat. | 
y — k, (k, dal) reprezentind ecuatia dreptei X. 


AY 


Cu aceasta AB = 


sin a | - 
vk 
AC=y AB = 
l f sin « 
Coordonatele punctului C vor fi: 
vksin(A +a) > vk cos(A + a 
te = UMS yo = A 
sin « sin a 


TE Fig. 7. 82. 


Locul geometric al lui C se abtine elimintd pe a între coor— 
donatele lui ceea ce, dupà calcule elementare, ne conduc 
ly ecuaţia z cos/& sin A — vk — 0 ceea ce reprezintă © 
dreaptă. ^ | 


Alegind sistemul de coordonate cu Or — AB si originea 
la jumátatea lui ÁB si notind cu a — 04 — OB se obține: 
pentru locul geometric căutat ecuaţia: | 


(m + n) (2? + y?) + 2a(m + n)» + (m + n)a? = K? ceea ce 


reprezintă in ambele cazuri (semnul + sau —) cercuri. 
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1. 


3. 


4. PROBLEME DE CONCURS 


a) Punctele de intersecție ale dreptei D cu axele sint A(3, 0), 


B(0, —4). Apoi AB — 95 si punctul C de tangentă al 
cercului C cu axa Oy are coordonatele (0, 1) (AB = BC) 


Scriind cá tangentele la cercul a? + y? + 2ax + 2bx + 
+c=0 în AG, 0) şi C(0, 1) coincid respecliv cu drep- 


tele D şi v = 0 găsim: 


3+a b dace, a b --1 b -Ec 
ETE 77d 0 0 
de unde a — —— ,b— —1, c = 0 si cercul căutat are 
B 


ecuaţia 3(22 + y?) — 10x — 6y +3 = 0 


b AC=Y10 . -. ) 


: | th a Sud 
c) Raza sferei tangente la cercul de rotație este egală cu RN 


y 40, 


Raza bazei conului este egală cu Alu Inállimea co- 


. nului este — VIO. Înălţimea calotei sferice cuprinse în . 


con (care trebuie scăzută din volumul conului) este egală 


D Cu aceste elemente volumul cerut se calculeazá 


usor. 


Notám OA = x, OB = y,(0= D, Q Dj OM = d, X AOM = 
= a, XBOM — Q si latura triunghiului echilateral cu a: 
Se scrie relatia lui Pithagora generalizatá in AAOB, AA MO, 


ABOM gi se obtin trei relaţii cu necunoscute 2, Y, d. 
Se aflá necunoscutele si cu aceasta problema este rezolvatá. 
a) Fie O= AD (CE, Unim O cu B. si. .cu F, 


(x) AABD = = ACBE avind două laturi si unghiul cu- 
prins egale. De aici 

x BAD = x DEC si deci O AOBE e inscriptibil deci cer- 
cul 0,, trece prin O si 60? = x EBA— x EOA = x DOC = 

= « DBC si ODBOC e inscriptibil si cercul O, trece si el 
prin 0. În plus x BOC == 120? si deci AOC = 120° si 
[1AOCF ʻe inscriptibil deci si cercul O} trece prin O. 
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0, 


4 : 


Fig. 7.84; - 


Fig. 7.83 


b) C, O, E, sint colineare prin constructie ca şi A, 0, D. 
Din egalitatea (*) rezultă si AD = CE. - 

c) Intrucit + BOC = 120? locul lui O va fi un arc de cere 
din care segmentul BC se vede sub un unghi^de 120°. 

d) Notind cu R, Ry, R, razele cercurilor O}, O, Oz si cu 
a, b, c, laturile triunghiurilor avem X : 


- 


R Ln p 
ters. Waa a IE a E 
=: ele sînt egale cînd 
56 | 


4. a) Punind condiţia cá tan- ` 
genta in origine la cer- 
cul a?4- y? —2mz — 2ny4- 
+ p = Q sá coincidá cu 
dreapta OB de ecuatie 
cr — by = O si să treacă 
prin punctul J găsim 

k bk 
p "ms Hf me ^s 


29 — Ghid de pregátire la matematică. | 435 
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b 


© 


e 


— 


d 


or 


a) 


Fig. 7.86. 


Procedind in mod analog pentru cel de al doilea cere 
cáutat (dreapta AB are ecuaţia cx + (a — b)y — ac = 


| k) k — a)(a — b) 
— 0 gásim ecuafia lui gy, — EA y + 


b 
+ak=0 
E di k(k — a)(a — b — k) 
? : , — k | E 
Coordonatele lui M vor fi zy = k + "ER M E ETER 


YM TN y 

+ y(b + ka) — kx = 0 gi trece pentru orice k prin punc- 
tul P(a — b, c). 

Ecuația locului geometric al punctului M se află elimi- 


nînd k între ecuaţiile: 
D 9 b? + c? .— ab . . h 
+ y? — ax — —= y — 0 si cea a dreptei IM, 


deci locul geometric va fi un cerc. 


“Observăm că x PMO = xBOA avind aceeaşi măsură 


şi cum P e fix şi unghiul BOA constant rezultă că locul 
geometric căutat este arcul de cerc din ale cărui puncte 
segmentul OP se vede sub un unghi constant. 


Se aplică teorema celor trei perpendiculare şi rezultatul 
se obţine imediat. l 


b) Locul geometric este un cerc cu diametrul OA. 


a) + STC = 30° (căci ST | AB şi € BAT = 30. 


+ QSB = + SBA = 30'(ca alterne interne). 


Ea AS NM Ecuația dreptei IM este cx- 
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b) vezi problema (12). 


c) Locul geometric ce- 
rut este o  paralelá 
prin C la CE. 
7. a)y = mga(x — a) (d) 
y = Mp(e + b) (d) 
b) bm, — m) + ama 
(mpg — m) = 0 
c) A: are coordonatele 
(0, —am a) 
B' are coordonatele 


RN 
mpg 


Dreapta A'B' are 


ecuaţia am4mgx + 
+ by + abn4 = 0 
Din condiţia de la 
punctul b) rezultă 
| nb | 
b+ amp — am 
cu care ecuaţia 
dreptei A' B' se poa- 
te scrie amp(mz + 
c y) (am — by4- 
+ abm —0 

Virful fascicolului 


In 4 = 


^. are coordonatele- 


b — am 
__  abm 
am — b 


d) Ecuatia locului geo- 
metric cerut este 
x y pra 
— --— —1, adică 

a b 
| ecuaţia dreptei AB, 
8. Fie N= AC (| OB. 
Avem x MON = 
=4, ON = —1.» 


cos a 


^ Fig. 7.89. ` 
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cu rc bean —— 
BN = os a AB as eod 


cos d sin a 


, DC=2 VPE 


Notind hy înălţimea din B in AABC avem hyp = r cos a— 
— d. Scriind puterea lui A faţă de cerc avem pentru de- 


terminare lui AD (cu ajutorul cáruia aflám AC) ecuatia 


er 


b 
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AD: — yADyri — di — (a 0 


Fig. 7.90. 


CP.CQ = NB-QB = QB(QB — 


„rezultă QA= 


sin? a - 


Dupá aflarea lui AD si 
apoi a lui AC se aflá ime- 
diat aria cerutá. 


. a) Din APAC ~ AANB 


— CA'NB 


Din AACQ ~ AABK 


.QA-BK 
AB 


rezultă CQ. = 
si AK-QA — AB? 
Din AQAN ~ AQBK 


QB:AN 
KB 


Cu aceste relatii avem : 


QN) = QE — 7B-0N= 


= QB — Q4-QK = QB: — QA (QA + AR) = QB? — 


EM QA2— AB? 


— l 


Pe de altă parte QB? — 4A B? = QA? — AB?, (AB?— CQ), 


de unde CP.CQ = 2AB?. 


Luám sistemul de coordonate ca in figură si AB = 2a. 


Ecuația este a? + y? — a =0 ecuaţia dreptei AP este 
y = m(x 4- a) coordonatele punctelor din figură sint 
B(a, 0), A(—a, 0), P(—3a, —2ma). Pentru aflarea coor- 
donatelor lui Q folosim proprietatea demonstrată la 


“punctul a) gi găsim Q [= 3a, £, Ecuația dreptei QA va 
| | m d 
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. 2 $ . r 
fi y = —— (x + a) si coordonatele lui K 
m 
(in? — 4)a 4am 
dà = = W = ———— 
m? + 4 ri? 4 4 


Pentru a demonstra coliniaritatea punctelor P, K, B 
trebuie sá demonstrám cá 


—3a —2ma 1 


Ew , 
Pu ja — Sa a M 0 
m? +4 m? + 4 | 
a 0 1 
„ceea te se verifică fără dificultate. 
2 j 2 

Coordonatele lui. N sint zy = = SU n) UN = M 
1+ m l 1 + m? 


care prüprietatea cerutá se verifică imediat. 


Se află mai: întii ha 2. 
a 


Voip (p — 3) P= E 

—) = 8 cm 

Apoi se notează EF = zx 

EH — y si avem —— = 
y şi avem -> 


h 
-« —P si cu aceasta pentru 


la 
i determinarea - laturilor 
z şi y avem sistemul- 


x+ y= 12 
| 8r = 21(8 — y) 
11. a) Notínd cu V volumul paralelipipedului si cu V, volu- 
mul cerut avem V= V— Vaing = 614, 4 ema — 6,4 
cm? = 608 cm?, 
b) Notínd cu S aria totalá a paralelipipedului si cu 8, aria 
cerutà avem (fig. 7.92): 
Si = 5— SAEI — SAEB — S AIL + SEIN = = 563,2 cm? u— 
va — 64 cm? — 4,8 em? — 6 cm? + 10 cm? = 547 cm*. 
12. a) Ducem AF || BC (fig. 7.93) si finind seama că AMAF ~ 


Fig. 7.91. 


MF AF 
~ AMEC si ANAF ~ ABEN se ajunge la =i Fe? 
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NF AF 
— = — de unde seriind 
“BE 


NE 
unele proporții derivate se 


obține NF= MF si deci 
EM + EN = 24D. Scriind 

. apoi AD « AB + BD, 
-AD < AC + DC ŝi sumînd 
se obține rezultatul - cerut. 
b) Tinind seama că 

+ BGC = 90°, avem GD = 


EE, de unde EM + EN = 

Fig. 7,92. 3 Noe ee Es CS 

x ! — 2AD — 6GD — 3BC 

c) Locul geometric cerut este un cerc. Referind [ figura la 
un sistem de coordonate format din dreapta; BC.si me- 


diatoarea segmentului BC (ca axa Oy) in care punc- 
tele B si-C au coordonatele, respectiv (—4,- [x (a, 0) 
Ei locului lui A va fi z? + y? = qa. 


B | CES T CD 2 4 
: | Fig. 7.93. | 
13. a) S= = SABC fi uo + Svnc = == i (a. + 2ab 4- a Va a? + 2b?) 
b) Notind cu a unghiul cerut avem AAVD fiind dreptunghic 
(D e mijlocul lui BC), VD mer b? = a, VA = — d: 
gi deci a = 45, 
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c) Fie | AAEF secțiunea , 
dată. Înălţimea acestui 
triunghi coincide cu 
înălțimea AVAD şi 
este egală cu 
ju ab 

ya? y 292 

Baza triunghiului, este 

egalá cu 

EF = 2ad? ya 

1 ^d + EXT 

de unde aria secţiunii 


cerutá se află cu uşu- - 
Tinta, 


14. Prin O se duce. Pals i ; 
EF la baze şi se de- . . Fig. 794. 
monstrează Jin. ase- : 
mánarea “triunghiurilor AAEO ~ - AADC, _ABOF ~ = 
~ ABDC si AODC ~ AOAB că EO = OF. 
După aceasta se scrie S40p — Saro + Sor si Sgoc = 


Fig. 7.95 


= S popi- Scor si pentru Sal ariilor Sisa si Spa se 
ja drept bazá EO iar pentru calculul ariilor Sogx si Scor se 
ia ca bază OF, de unde rezultă imediat egalitatea cerută. 
15. a) Laturile neparalele se văd sub unghiuri de 30? iar baza - 
mare sub un unghi de 120, 
| B) pe R(6 Vă V2 4 1) 
16. Alegind un sistem de coordonate cu originea in centrul cer- 
cului şi axele paraleje cu laturile patratului, virfurile A, B, C, O 
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-vor avea 'coordonatele, respectiv [- RyS i2 e qua 
j 53 3 
RYZ\ [RYZ . RYZ 
a E 
demonstrăm, de exemplu că dacă 


fa y2 | fă ia 25 y2 | 
(+ 22) +2(y= 28 E [+28 = Cigi 22 4 y? = 


— R? 
atunci T APP. qu i 
5 12 5a »y93 M ENT 
: [28 | +2 (94 RS Jj (+ Es este o constantà 


Ty 


, 


Lg 


) În aceste condiţii trebuie să 


pe care o notăm cu C,. | 
Din. primele. două relații ' rezultă AR? —2Ry = == sO cu care 
constanta Cs din expresia a treia devine C = 8R? Ci 
| Ze D VE = NTF 
VC= FIE FE Fe 
" VC = yF ë 
b) Notind cu S¿ aria 
totalá avem St = 


? 


“=ab E i a (b + 


coda + c) + 


— = (a vo? + c? E 
Fig. 7.93. | $ 
4-b Fan + c2). | 
c) BC | AB, BC | VA deci BC | AM fiind perpendiculară 
pe planul VAB. T. 


AM | VB deci AM | pe VBC fiind peiftüdiculará pe 
douá drepte din acest plan. Cealaltă. proprietate se de- 


monstrează analog. 


18. a) Se prelungeşte BA cu segmentul: AE = AC. Se demon- 
| dandi: ușor că MC = ME, in AMBE putem serie 


MB + ME > BE de unde rezultă rezultatul cerut. 
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19. 


20. 


b 


a 


— 


b) 


a) 


b) 


— 


Fig: 297. —— To e . Fig. 7.08. 


) 


Se utilizeazá formula care dá [angit medianei in func- 
lie de laturi in AABC si AMBC. 


Relatia datá se scrie 32 = Er. şi deci AABD ~ AACD, 


de unde +BAD = x ACD si XABD = « DAC 


Deci x BAC =x BAD + * DAC = +BAD++ABD= 


= 90. 
AB= VE, BD = VP ee, 
PE b? — g? — b? — a? 
ULT maza Ca 
vos VECIACH Fe 0. 


“Trebuie arătat cà «ODE = x BAC. x BAC = 180 — 


n 
E k ODE. 

2 - 
Dacă AB = AC este evident cà AO | DE 
Dacă AQ: 


~ 


- 443. 


F DE, 40 e SIME si mediană in AADE. | 
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22. 


| deci. bisectoare a 
x BAC şi deci AB = 


Pes 


Mi BO'C «180 — 
| 2 


: | h AN 
180 — 909 — 4] is 
VN Dec NE 
E 
90% 4 EUM constant. 
Locul geometric cáu- 
 . tat este arcul de cerc 
.din care se vede 


^s ; 


segmentul dix BC “sub. un E unghi de 90 Ty E 


H je 


ple v 100.— 


a)b) Fie N’ intersecţia dintre dreapta BP si cercul dat; 


deoarece P este ortocentrul triunghiului QAB rezultă că 
unghiul BN'A este drept, deci N' se află pe cercul de dia- 
metru AB; în concluzie N' coincide cu N. Atunci este evi- 
dent că patratul QNPM este inscriptibil şi că punctele B, P, 
N, sînt coliniare; 2) Triunghiurile ACP şi QCB sint. aseme- 
nea; rezultă CP-CQ = AC+CB = constant. - 


“Din egalitatea felelor AGB'A', BCC'B', A'B'C'D' re- 
'zultă notind AB =d, AA' = a întrucît AB = A'B' = 


= C'D"” = b, AA' = BB' = CC' 3.0, BC= B'C'= b deci 


Ps 
BEC 
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figura A'B'C'D' este romb. b). Să presupunem că un- 


ghiul A BC este ascuţit si că cele trei unghiuri din B sint- 


ascuţite, Se constată cu uşurinţă cà BB'AC este o pira- 
midà triunghiulară regulată in care muchiile BB”, BA, 


e j i ij H cx - 
BC sint egale cu a iar laturile bazei sint 2a sin. Ob- 
servind., că volumul acestei piramide este A din volúmul 
paralelipipedului ABCD A'B'C'D' se obține că volumul 


. d? sin? — | / 3 — 4 sin? — 
-2 : : 2 


paralelipipedului este- 3 


. €) Planul ABCD taie slera circumscrisá paralelipipedului 


după un cerc, deci rombul A BCD este, în cazul considerat 
înscris într-un cerc; se impune cá unghiul BAC este 
drept. i e pisi a 


Fie m panta coardei AB care trece prin focarul E^ zs o). 


Punctele A si B au abscisele date de ecuatia mz? — pa(m? q 


“mp. 


E 2) + =E fie ele TQ si Ya: l ordonatele vor fi ipt 


mns en » da = ma Ke 5] $t deeiz: 


AB = y (235 — 11)? + (Ya — yt yı +m V, Trj — 421,1, = 
= 2pyi--m? — 2p(1-4 m?). 
Sex Hm e 


: —J[1 4 me —— A rone Punctul de. contact al 
- tangentei paralele GUAB este HD. 2) si deci TF= 


neo 


NE A stie „Cu aceasta AB =4TF. : 


A. n. 


TOUS SIR YA Me Ms d iue "fmm n Qoo 
2) más x BMA = p? (más + AQB — lis PI más PB = 


.-anüs x PQB. 


-. b) Folosind puterea punctului avem MA? = MP-MB, NA? = 


26. 


= NQ-NB. Dar MA? = MB? —AB?*, NA? — NH — 

. —AB?; atunci MP-MP — NQ- NB = MB*— AB? — 

- — (NB? — AB?) = MB? — NB*. uc nw 

Fie O virful triedrului si fie A, B, C puncte situate pe cete 
trei muchii ale sale astfel ca OA = OB = OC = a. Atunci 


bisectoarele fetelor AOB, HOC, COA taie pe AB, BC, res- 
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28. 


446 


pectiv CA în punctele M, N, P astfel că MN = NP = PM = 
= 0M = = ON = UP = a. Rezultá cá unghiul MNO are 60°. 


Deoarece triunghiurile NAB si BCM sint isoscele si au 
unghiurile din A si C egale rezultă cá unghiurile ANB şi 
CBM sînt egale, deci M, B, N sint coliniare. La fel, triun- 
ghiurile BCM' si N'DM' sint isoscele şi au unghiurile din 
D si C egale; deci unghiurile BB'C si N'M'D sint egale 
şi atunci B, M', N' sînt coliniare. În triunghiul MM'B 
mediana BC este jumătatea laturii corespunzătoare, M M' ; 
rezultă că triunghiul este dreptunghic în B,. adică dréptele 
MBN si M'N'B sint ortogonale. 


Fie a latura. patratului de bazá ABCD si h = SO, ináltimea 
piramidei, O fiind centrul pátratului. Atentie deosebitá la 
stabilirea sectiunii ! Fie deci M, N mijloacele laturilor AB 
si AD si P mijlocul muchiei SC. Planul de secțiune. va tăia 
baza dupá segmentul MN si pe AC in punctul E, mijlocul 
segmentului AO; planul de secțiune intersecteazá planul 
ASC după o dreaptă, anume dreapta EP si deci înălţimea 
SO, într-un punct F. Fie Q proiecția punctului P. pe planul 
bazei ; evident Q este mijlocul segmentului OC, deci EO = 


= 00; rezultă atunci că OF => PQ = = SO. Întrucît 


MN este paralelá cu planul BSD rezultá cá planul MNP 
taie planul BSD după o dreaptă paralelă cu :MN si deci 
cu BD: este paralela prin F la BD; aceasta intersecteazá 
muchiile BS si SD în punctele G, respective Cu aceasta 


rezultă că secţiunea este pentagonul MGPHN. Pentru a 


determina aria acestui pentagon sá observăm cá el se des- 
compune in trapezul isoscel MGHN. si triunghiul isoscel 


„GPII. Observind că EF = FP rezultă că aria. pentagonului 


EF 
este EUA. Se constată ușor că MN = a y2, HG = 


Å“ 


m a iar EF = 7 VEF "T a ŞI déci aria ` pentagonului 
MT rri ME NR 


CE Scanned with OKEN Scanner 


29. 


30. 


31. 


32, 


Fie M intersecţia drepte- 
lor A'D si B'C', N inter- 
secția dreptelor A'E si 
B'C'. Se arată uşor că 
A'D = DM, A'E = EN. 
Deci ED este linie mijlo- 
cie în triunghiul AMN ; 
rezultă A'I = II' 

a) Patrulaterul MBFP 
este  inscriptibil ; deci 
xMBP = xMFP; pa- 
trulaterul MAEP este i d 


 inscriptibil, deci + MA P— 


MEP ; rezultă x MBP + + MAP = = 90° si deci triunghiul 
APB este dreptunghic în P. b) Locul geometric este cercul 
de diametru AB. 


a) Fie O centrul cubului (deci mba segmentului AC). 
Piramidele cu baza BA'D şi cu virfurile in A, respectiv 
O, sînt evident regulate. Rezultă cá BDA’ este perpen- 
dicular pe.A0, deci virfurile D, B, A' se proiectează in 
acelasi punct pe AC'. La fel, punctele B', C, O' se i 
iectează în același punct pe AC”. 


. b) Fie P punctul in care se proiecteazá pe AC' punctul B. 


Atunci AB*— AP? = OB2 — OP. Deoarece AB = = 4, 
OB= 213 = 40 40, rezultă AP = B „ Aşadar Proiecte 
respective împart pe AC! în trei. părţi egale. 


Să alegem un sistem de coordonate cu centrul în P (0, 0) 


“şi fie A(z, Ys), B(1s, Yo), Cta Ya). Deoarece segmentele PA” 


şi BC au același mijloc rezultă că ra = zx, Ya, Ya = 
= Yaya La fel tp = t3 F tp VB = Ya + gs Ta $i 
+ la Ya = Y, + y, Ecuațiile dreptelor AA', BB, CC! 
sint A, = z(ys + Ys — Y1) — Y(T + Ta — 23) + Vis + 
+ 23) — 2(J; + ys) = 0 
Az = 2(y3 + Yı — Ya) — U(Ta 4 Ti — 1) t as ki 11) — 
— ZolYg + yi) = 0 şi respectiv | 
A; = xx, + Ya — Ya) — Y(t + Za — ay) + Yale, + ta) — 

— ts(y; + Ya) = =0 
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33. 


34. 


35. 


de unde se deduce imediat cá cele trei drepte sint con- 
ti t Ta + ot; e| 
2 2 


^ 


curente in punctul 


Fie P punctul în interiorul pătratului astfel ca triunghiul 
PDC să fie echilateral. Se arată uşor că unghiurile PBA 
şi PAB au 15°. Deoarece există o singură semidreaplà situ- 
ată de o anumită parte a unei semidrepte care face cu aceas- 


“ta un unghi dat, rezultă si reciproca Ea lt demons- 


trate, adică afirmaţia din enunț. 
a) Evident. b) OP = y5, 0Q = = a 


a) Avem BD? = BE: AB, CD? = CF. „AC, Le CD- BE, 


2E AB 
2.— pL — = ? 
AB? — BD: BC de unde rezultă imedia za prit 


. b) Din relatia ev identă AB.AC=BC: AD rezultă AD? ( Á B-E 


36. 


37. 


448 


1 te 4 "TS pt rr 
AD2 /— apei Ac 


+ AC?) = AB? .AC? si deci 


AB BE CD 


=T) Din relațiile de la a) rezultă și — = — . — 


AC Cr BD 


a) Triunghiul ASB este. echilateral, deci aga a. Triun- 


.ghiul ASC este dreptunghic deci AC — 2. În triun- 
ghiul BSC av em AC? — Ete SC? — 2A S. SC -cos 120?— 
= 2a? + a? = 3a?, deci BC = a V3. Sá remarcăm fap- 
tul cá triunghiul ABC este Sepi en în A, bage 


BC? = AB? 4- AC? 
+ y2 + y3). c) Deoarece muchiile SA, SB, se sint 


„egale rezultă cá S' este centrul cercului circumscris tri- 
uigbiniui ABC, adicá mijlocul laturii BC. „Rezultă SS = 


"de 


a) Fie C(m, 0) cu jm| < 2a (pentru ca triunghiul sá existe). 


| Coordonatele punctului B sint = si > Vda? — m? | sau 


~ 


pS Va — me p Coordonatele punctului M sint: z = 


ES 3m GE DIET Y pa RES Y a leat 
= — Şİ y= = e — m? [sau == - yla — m? ) Elimi- 
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38. 


39. 


49. 


Al. 


găsesc într-un plan care trece prin centrul sferei mari. 


nînd pe m între coordonatele din M găsim locui geome- 
zu y 9a? — 4 da. ~n 8 
tric z? + Dy* = "ES o elipsá de semiaxe ER 
2 


Ecuația dreptei BC: Va a? — m?» xz +- mg — m Y4a? —m2= . 


— 0, iar ecuaţia tangentei in M la elipsa loc geometric 

este 3mx + 9 4a? — m? y — Ya? = 0. Condiţia de co- 
incidenţă conduce la m =a V3 sau m = —a y3: 

a) Dacă ma semnifică lungimea medianei din A atunci 
e RA 1 VF 
ma V20 FE) — a si deci AG = — 20-0) — e 


BG= (XP FĂ j| Cü = ae FE; 
b) Din ipoteză BG? + CG? = a2 adică ;p (a2 + epa + 
+ b?) — b? — c2]-= a? de unde 5a? = b? + e?. 


Fie A, B douá puncte fixe si k? o constantă. Fie O mijlocul 


-segmentului AB. Dacă M este astiel încît MA? + MB? — 


= I? atunci MO? = E (MA? + MB?)— = AB? = = ye — 

AB? este constant. Deci M descrie un cere cu centrul O 

avînd raza -y2 ABE Conditia de existentá a proble- 

mei 2k? > B2. | Dd 

a) Condiția- necesară si suficientă ca BC să fie. tangenta 
cercului ABO este ca unghiul CBD sá aibá másurá = 
din măsura arcului AD ceea. ce este evident realizat. 


b) Scriind puterea punctului C in raport cu cercul ABD 
avem CB? = CD-AC. : 


a) CC' = V£ + (a —x)?— 2 (a — a)cos 60° = V3a2— 3ax + a*. 


b) Fie D intersecţia dreptelor AC şi BC'. Triunghiul ADB- 


este un triunghi echilateral fix. Patrulaterul DCMC' 
este paralelogram deci mijlocul segmentului CC' este şi 
mijloc al segmentului DM. Rezultă că docul mijlocului 
segmentului CC' este linia mijlocie a triunghiului ADB. 


Cele trei sfere ocupă un volum maxim dacă centrele lor se 
Pro- 


„449 
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45. 


Yy — Yo ^^ — Yo j 


blema se reduce la a determina raza -a trei cercuri egale 


Se obține r = R(2|/3 — 3). | | 
Fie M(xy uj), u$ — 2pao. Tangenta in M are ecuaţia yy, = 
= p(x + %) si taie axa Oz in punctul T(—2,, 0). Normala 
în M are ecuația y — Jg = —Y (2 — ap) şi taie axa Ox 
in N(p + a, 0). Perpendiculara in M pe OM este de ecuaţie 

E (1 — 29) si taie axa Ox in punctul P | di +a 0). 


` To 
l y2 + 22 2 -L rà m. 2px 
5. PD ue, O T S0 1727]: 290 e == 9 
a) 20P — TP = 2. —— A pa a 


b) Centrul de greutate al triunghiului TMN are coordona- 


tele x= 
quA a e 3 
yj = 2pz,, eliminind pe x, si Yọ găsim locul geometric al 


centrului de greutate al trinnghiului TMN : parabola 


I2p 2 ow 
y? m ep r—-—p* 
3 eif 3 


a) Patrulaterul PKAN este inscríptibil, rezultă PKN = 

„= PAN; patrulaterul PKBL este inscriptibil ; rezultă 
*PKL = xPBL. Dar unghiurile PAD si PBC sint 
egale si deci unghiurile PKN si PKL sint egale. b) Din 
cele demonstrate la punctul a) rezultă că x NKL = 
—2 x DAP, x NML = 2% ADP. Prin urmare x NKL + 
+ *«NML = 2(€ DAP + xADP) = 180". 


a) Evident, AD este: perpendiculară pe EC şi CD este per- 


pendiculará pe AE. Așadar D este ortocentrul triun- 
ghiului EAC. Rezultá cá DE este perpendicularápe AC. 


b) Patrulaterul ABCE este inscriptibil (în cercul de dia- 


- metru BE) deci unghiurile EAC si EBC sint egale. Re- 
zultă cá unghiurile AED si BEC sînt egale, avînd com- 
plemente egale. | 


46. a) Raza cercului de contact dintre con si sferă este z = R 


450 - 


sin 2% b). Raportul ariilor calotelor este egal cu raportul 

înălțimilor lor. Cele două înălţimi se găsesc rezolvind 

sistemul u + v = 2R, up = R? sin? 2x. Se obtine u = 2R 

cos “a, v = 2R sin? « si deci ariile celor două calótese află 
„în raportul tg?a. 


A y = de, Deoarece. 


. tangente între ele si tangente interior unui cerc de rază R. 


y 
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48. 


49. 
50. 
51. 


„ a) Patrulaterul ABMP este inscriptibil, deci P descrie 


„acelaşi cere ca M. 

b) Locul geometric al punctului P este o conică. 

c) Să observăm că dacă asociem lui P un punct prin metoda 
prin care pe el l-am asociat lui M, atunci acel punct este 
chiar M. Rezultă că dacă locul lui P cînd M descrie o 
mulțime I' de puncte este I, locul lui P cînd M des- 
crie pe I', este I. Deci dacă P descrie dreapta (d) M 
descrie conica de la b). 


a) Deoarece AD este paralelă cu tangenta BC deducem cá - 


m. enam Panama : 
EA = BD — BE; aceasta arată că unghiurile ECF 
si EAG sînt egale. De aici se obține cá triunghiurile ACF 
şi ECP sînt asemenea., b) Din asemănarea celor două 
triunghiuri rezultă FC? = FR-FA. 


c) Puterea punctului F față de cerc este FB? = FE-FA. | 


Deducem FB — FC. | | 
AB — r (2-- Y8 4 ES BC—2:2--Y3) | 
AE? = AC? + (AB? — AD?) = AB? + (AC? — AD?) = AF*. 
a) Fie z o muchie a piramidei; atunci diagonala bazei este 
à x /2 şi rezultă Ah? = az? — (22) de unde x= hY2. 
-2 ` 
c) Concluzia este impusă de egalitatea (x| 2)? = 2? + 22 


care exprimă valabilitatea teoremei lui Pitagora în trì- 
unghiul secțiunii axial- -diagonale. | 


b) apotema piramidei este a= h 


Ecuajia cercului înscris în pătratul ABCD este : a? + y? — 
— aq? = 0 


b) Fie y + a = m(z + i) o dreaptă “oarecare prin A. E(a, 


2am — a), F[—a + EL a], T(a, am — a). Ecuația drep- 
m 


„tei FI este m(m — 2)x — (2m — 2)y + a(m? — 2m + 2) = 
= 0 si se obține uşor cá distanța de la o la aceasta este 
a-c) Din ecuaţiile dreptelor FI si DE se obțin coordo- 
natele intersecţiei. : 


30 -— Ghid de pregătire la matematică " l 451 
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Capitolul VIII 
ANALIZA MATEMATICA 


2 Se: obține z = 


„Data > dy cu e a + 


M 


Relatia de recurentá se poate scrie di + Es = 2(ap E Ix 
Notind b, = as + L obţinem bay, = 2b, de unde bay, = 

PA pentru orice n 2-1, relaţii ce se verifică si pentru 
n —0; b, = 2. Rezultă a, = 2% —1 pentru oriceneN. -— 


Încercăm sá determinăm z astfel ca an, + X = (aa + x). 


p 


; pentru «71. Ráminind la această ipo- 


— 


| tezà, punind. b, = | dg JE z, V ENS ls E «by de unde 


B (xà — 1) 
aa a — 1' 
aritmetică ; "p obținem Ap = a + (n — 18. 


= a-a” de a= 1 E este o progresie 


"Avem an+; = (a, +a, +. dp.) + an = 2a, pentru n>3 
de unde deducem dna = p. -? a, pentru n > 3; deoarece 
ds = a + b) rezultă aną; = E (a aa b). 


Evident a, = 0, a = —1, a, — 0. Prin inducție se arată 
CĂ amip =], Cana Can 44 =0, dan+g = —1 pentru orice n>0. 


Prin inducţie se obţine ay = Yn pentru orice n e N. 


Relaţia dată se scrie any — An = R(n — an). l 
Să notăm b4,., = ay an pentru n > 2; rezultă b, = 2:bp-; 
si deci by = 271. b, = 3:21 pentru n - TU 
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de unde se obţine a, = 


11. 


E ume 


Fie e = 


“astfel ca pentru n > ny(e) |an — la] <e. 


`‘ t 


-Pri M ny e — : 
Prin urmare an4 E == 3*21-1 pentru n > 2 de unde 


n 


Y GLER E dx) — 3 bi P ien si deci na == aş + 3 y gk—i n 


NEP k=2 k=2 


-s + b as] 3. b 2k-1 = gn — 1) pentru orice ne N 


Fies > 0; atunci pentru orice neN ntm avem 
: E 

!a $ : 
[ees si Pun urmare lim —0 ` 
n 

^ 3 2 2 zx La 
Se observă că n REL dă e dus <= els ni 

x AU T PES 
"4n? 


Ta | 
xX E = pentru. orice n eN: Fiee e>-0; 
4r? + 2n +2 4m +. An UE 


i 
atunci - $34. «t se. realizează pentru. orice neN cun > 
n 


pE] ceea. ce demonstrează afirmaţia. 


2 


Lu ida i 
uîn nz nf 


se obţine ai — Val <e 


Se vede cá. Van? + 3n iE 1:= = 2n - — => 0 entra orice 


număr natural n. Se constatá că, , pentru E> 0, luînd nle) = 


— Lc me wine D Y »- s e Pe : E i - . 
2748. ;-2 EE O Y PCT Su d i. 
li EEE: +1 avem pentru n Zn (c) yas + 3n + 1— 
— 2n < e. EE : i 


Să presupunem că există un şir (añ y pentru care mulţimea 
limitelor ar conţine mai mult de un element şi să alegem 


. din această mulțime două elemente diferite 1, si la (lı 4 


"EM 
Hen ; 
>” 


Conform definiţiei limitei unui gir obse pent, există nm, 


“există n,(s) 


(e) astfel ca pentru n > (s) la — h! < E 2 


453 


CE Scanned with OKEN Scanner 


13. 


lim a,, = lim a4, 
n n 


Deci pentru n > max (m, mn, avem simultan lan — 111 < 
: 3 2c 
<e si [a&—15,| « e; dar atunci |l — 1| < 


2 | | 
= 5|1,— 1| ceea ce, evident, este absurd. 
3 
Fie 1 = lim a, 40. Sá presupunem cá 120. 
NE! 


* x [] wv : l E i . 
Atunci există ny astfel ca |d& — 1| < S pentru orice n > No 
rezultă |an] in pentru orice n > ris si este, deci suficient 


{v Y l wv : y L v 
să luăm a = >: Dacă 1 < 0 se rationeazá analog. 


Fie (41,)nen si (a, )neN douá subsiruri convergente ale si- 
rului (an)nen. Sá definim m, = 1, m, = min (kj: kj > m}, 


Mg = min (15 d; ms), e. .> Mon = min 1h: kj > n i]; 


Mons = Min (13:13 > Mymp - Atunci, cum se vede 
usor-(dm,)neN este subsir al fiecăruia . din sirurile (4,,) neN 
si (az, )new $i in acelasi timp, este subsir al sirului (Andnen - 
Prin- urmare el este convergent. Deoarece limita unui sir 
nu poate fi alta decit limita unui subsir al sáu rezultá 
= lim dm; aşadar cele două subsiruri au 
. 1 n ; D c e 
aceeaşi limită. | ! 
Avem. |an-bn| < M* lanl pentru orice ne N unde |b;| « M 


pentru orice n e N. Fie e > 0; deoarece ay > 0 rezultă că 
există n(e) astfel ca [as] < E pentru orice n > n(e). Atunci 
lan-dn| « € pentru orice n > n(s) si deci lim An * bn = 0 
n 

Subsirul (dan)n ey este convergent către =, iar subsirul 
; . i . : E x ` 1 : 2 A 
(dn+1)ney este convergent către — e prin urmare sirul 
dat nu este convergent. 


Se procedeazá ca la exercitiul precedent. 


Idem. 


Fie e > 0; există n(e) astfel ca |a, — a) < — pentru orice 


n > n(e). 


454 


A cita 
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Dacă n > n(c) atunci pentru orice p natural n + p > n(e) 
şi deci (an — al E si lay.p — al <= ; rezultă [anıp — 
—Anl < e pentru orice n > n(e) si orice p natural. 

19. Arátám cà existá «[7] astfel cá pentru orice număr na- 
tural n există p(=n) astfel cá |an+p — An] > so. În adevăr 


n 
— > 
"FRE TIR n+n 


1 : 
Ann — An = epa Aşadar şi- 
rul dat nu satisface conditia (necesará) din exercitiul 18 
(pentru convergenţă) si deci nu este convergent. Fiind cres- 
cátor, in mod evident, dar neconvergent, rezultă că şirul 
dat este nemárginit la dreapta si deci lim a, = + oo 


E. | | < = pentru 
b 2 


n 


Fie e > 0; există n,eN astfel ca 


n > n 
Rezultă că pentru n > n, putem scrie succesiv 


Ar T 03 o... iL. NE M 
i? b, d by pH bn 


— 


uet ... + Un, £n, T Pa 41 Entit ... + Daen 
b, + bg + es ba 


- be "m + ba, En, 4 by +1 En bi -+ "T + duen 
Sn Su 
de unde  - 
Dis Rusa UR MON E lalele, + -tln lelen | E 
b, + b, + ..» + bn Sa 
i E. bnti ++. + bn D bil erl tree + bu, len, | b 
2 (lg 2 | Sa 3 2 


* 


n 
Sá notám Ma NEI, = En» unde 1 = lim ZB atunci An = 
ba , -n n 
= lbn+bnen şi deci e e b de — IN E Eor, E Daca 
bit bat cb bn bit bg + ... tbn 
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21. 


22; 


156 


Suma b,je,| + ...+ ba, leu, | este constantă si cum 


lim sa = ++ oo rezultă că există n, e N  astfel ca 
n 
ble] +... + a, | en, | e i : : 
<— pentru orice n > mn, Atunci 
Sn - 2 

l Mt... +40 
pentru n > max (n, ny) avem | 2 — 1 | <= ceea 

| bis + by 


Q, +a d- ... kan 


| este convergent 
b, + ba +... d. 5s 'neN 


ce aratá cá sirul | 
către .1. 


Se aplică exerciţiul 20) luînd b, = 1 pentru fiecare n e N. 


od ; 0544 i. j a EI v Sx 
Fie 1 = lim Æ+ , Fie x un număr pozitiv oarecare si sá 
n An : : NE 
alegem <> 0 astfel ca (1 + e)? < 1-a. Există n eN 
du aa dopo. . ; i 
astfel ca | ——— | < e pentru orice m > n 
| > 
x a 
Să punem — — l = ley pentru ne N 
~ Ay 


Atunci an4, = a, (1 + €,)...(1 + En) 
Să remarcăm faptul că putem presupune 1 + ex <0 pen- 
tru orice k=1, 2, ..., obfinem ,- 


ELE = va -$ £1) iseli + En1) Vi T 90:1) : «(1 T Em). 


Evident lim Val + €1)...(1+ En) —1 şi deci, presupu- 
n $ : " 


nind a, >1, există n,e N astfel ca 1 < Va,(12-z)...(1 Tta) E 


<l+e pentru n > n, Deoarece 1--e«14-« pentru 


k > n, rezultă că V ena) AL En) a ER 
aceasta rezultá i. 


< Venas E cala 


A? a 
pentru n > max (n; Nna}; deci lim Vasa =: 
n 


Este momentul sá facem unele precizári, Cititorul poate fi 
„surprins de alegerile făcute şi ar putea sá se întrebe cum de 


au fost făcute acestea (de pildă (1 + e) < 1 + a). 


mv POET 9 
r Ă i RAR. " 
M. dirus 4 
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Trebuie spus cá autorul a consumat mai multe pagini pen- 
A tru a ajunge la această redactare finală, concisă. În desfá- 
' Şurarea rafionamentului important a fost să se ajungă la 


Vor May Fe) Feu EVU esp Al FE en) 


[ 


din care se degajă ideea alegerii lui e> O astfel ca 

(Ah? <14+ oa. Presupunem a, > 1, neesenfialá în fapt, 
o putem face deoarece, în caz contrar, am adăuga șirului 
încă un termen, ceea ce nu ar schimba ipoteza. 


bnti 


23. Fie ð, = a,:a,...d4, pentru orice n eN. Evident 
i "E 


i em Pics DI a 

= Oa; conform ipotezei există lim ——L. 
y^ n On- 3 

* . Men ds | A v " niy a e: . MLS 

Potrivit exerciţiului 22) există lim y b, adică lim v d... Un 
i Bs | ară y - : n : 

şi este egală cu lim a; 

| | n 


24. Aplicám rezultatul din exercitiul 20; luînd a, — y1 F Fl 


l ; | dur 
“şi bg.— n avem lim — = 1 
a ` à n bn 


VII + YI X Bes BYlG B 


si deci lim - -= 1 
j n 1+2+... +n | 
| E A TIE YT 2 
adici E Ha € 
" noo n(n + 1) : l 
LU E m 


E REPE 2 T- 1 2i da Yn 
J^ atunel Vio „PE VIZE A = 
on i n he 
OU yr cp Da 
— tim 1 hoe VI y FA us 
n(n + 1) 2n* 


i] 


: 6k d l * E E Lă Y 1 9 
25. Se verifică imediat că șirul este descrescător și că — n < x 
pentru orice n > 4 de unde rezultă cá sirul este convérgent 


Şi > < lim 4y-< 1 


Ld 


2 A à 457 
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26. 


28. 


458 


„este convergent. Fie | — lim a. 


Men a. la fa a - a à "EM ; — 
| Avem 5t = Va Ya SALEN l si prin inducție arătăm 
a Va a 
y Up à : | i 
că — > 1 pentru orice n. În acest scop folosim obser- 
an 


vatia d4., = Va + an; atunci presupunind aj > dz, avem 


ARE / ELES 
ak a+ak_ı 


Evident O «a4, pentru orice n; pe de altă parte Un = 


= Va + ap_ pentru orice n > 2 si deci dy < Va + An» 
intrucit a4, < a4; inegalitatea An < Va + an este echiva- 
lentă cu aĝ — a, —.a < 0. Rezultă cá, pentru orice n > 2, 
a, se află în mulțimea soluției a inecuatiei 23? — x — a < 0 


care este E ES Past a Va + 4a LEZI şi tinind seama | de obser- 


1 + y1 b. - da 
2 
n natural. Fiind monoton si mărginit rezultă cá şirul dat 


valia de mai sus rezultá 0 < a, < pentru orice 


1 + VI 444 


Atunci din a2 = a + ap., rezultă l= 2 


Notind b = b + Vi + ... + Vb, unde radicalul este scris 
de k—1 ori reducem problema la situatia k — 1. Asadar 


fie a, = |, + Va + Vb unde a este scris de n ori iar 
b o dată. Ca în exerciţiul precedent se arată că şirul (an)neN 


| ARII e IARE 1+ VI + 4a 
este monoton crescător și mărginit Şi că lim a, = A . 

j Er 

După cum se stie b, <a (media geometrică este mai mică 
decit media aritmeticá) si in general b, < a, pentru orice n. 


Observăm că b, < b, < a, < a; prin inducţie arătăm că 


Un X On X dy < Any, pentru orice n. De aici rezultă cà 
şirul (02)ney este monoton crescător și mărginit, iar sirui 
(an)nex este monoton descrescător şi mărginit. Prin urmare 


şirurile sînt convergente. 


i An -+ b 
Din a4,, = Tm 


ad 


rezultă cà lim a, = lim bp. 
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29. Din relatiile Un -l- Anti -+ » 34 .+ Gnagp = k, du + Ono + d 
ecl 4454, = k deducem Cp = a, pentru orice ne N, 
3 deci sirul este periodic. 


30. Din relaţiile dy + 2ay44-- ... + Plny+p-1 = K, 54, + 204,5 + 
+... + pagus = k deducem imediat pa4,5 = a444 + ... 

«+ -+ Qpip-1 pentru orice n natural. Fie « = min {a}, az... 

„+ p) si B = max (a, aa... Ap). Din papt = d, + a5 + 

+... + ap rezultă cá apela, f)]. Presupunind acum 


că az e[a, B] pentru orice k = 1, 2,..., n+ p — 1, atunci 
din Papp = An + 4444 H ... + 054,5, deducem app € [«, B] 
4 si deci an € [«, 8] pentru orice n natural: şirul (dn)nen este 


mărginit. Rámine sá arătăm că șirul este convergent. Sá 
remarcăm la început cá, din papn=an— +.. .Fan—p rezultă 
An S max (ap. pp de 
„Fie bp = max (ds-,..., d& 5]; atunci by, = max (am, 
n-,--..0g-p44]. S Dn. Sirul (b,),eN este deci descrescător 
“şi cum, evident, bn ela, B] rezultă cá există lim b, = Ll- 
n 


Arătăm că | este si limita sirului (ag)gew. Fie e > 0 există 


ny astfel incit pentru n > ny sá avem l < b, <l-+e 
Fie acum n > n, arbitrar si fie j e (1, 2,...p] 


" i 1 > A al E: 
Atunci Cn+j = >. (85.34 -- e.o + An+j-p) = 7 Un + 


+= > "Ags j1 S — dn + —— * Max 1ügij-13 E A 
p p. Dc i i 


— uw: ss E 

bj) S as EIL ib S Dat Ur ee 

Deoarece bnp = max (1544 ; j=1,-2,...p) rezultá cá 

există jy € (1,2, .. .pj astfel ca Dn+p+1 = An+jy: Deci US Dap 
p 1 

p 


< ap. Deoarece dy < by «l1 4-e pentru n > n, rezultă 
© 4—(p—1)e <an <l + e pentru orice n > n $i deci lim - 


= 4j, S Zan + (1-+) care conduce lal— (p — De < 


Un = L. F A 1 
Tinind seama cá a, +-24, + ... + pdp = ansi t -t Pan+p 


pentru orice m rezultă (1 4- 2 4- ...+ P) = k si deci. 
T E 2k aoiw 


A pap pp 


e- a 
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Deoarece pentru ze [o E sin x € (0,1) si sin z <a; rezultă 


cá dns, < a, pentru orice n: şirul este monoton descrescá- 
tor. Fiind mărginit şirul este convergent, limita lui este 0. 


Pentru a > 1 se arată cá şirul este strict crescător; pentru 
0-a-«1 subşirul termenilor de rang impar este strict 
crescător iar subsirul termenilor de rang par este strict des- 
creseátor, orice termen al celui de al doilea subșir fiind mai 
mare decît orice termen al primului subsir. Se poate arăta 
că pentru a elo; | șirul. este convergent.. lar: pentru 


1 i D^ 
Dec sirul este divergent. 
sele ul ? S 
: . n+l i S ás à 
a) Deoarece lim +1 221 rezultă, conform exerciţiului 22, 
| n. d Le a SE | i 
. nj-— a t *- n/[-—X N y . o» 
cá lim Vn — 1 si deci sirul (Vn)sew este mărginit, 
n AE ie MORE 


.prin urmare şirul (d;)new este mărginit. 


Folosind faptul cá e < 3 se arată că pentru n > 3 any <. 


< dp, adică şirul este descrescător. 


. b) Formula dátá este aproape evidentă. De aici se deduce 


că lim an = 0. 
a SAP a VS "E 
Punînd condiţia a, > a, se obline.a efo! 3 | si in acest 


caz se demonstrează prin inducţie că d55, < dog44 < lm+2 < 


< ag, pentru orice n e N. Prin urmare şirul termenilor de 


rang impar este crescător si mărginit, iar şirul termenilor 


de rang par este descrescător și mărginit; ambele sint con- 


vergente ; notînd cu a și B limitele celor două subşiruri, din 
relaţia ap = VI — a, obţinem a = V1 — P siB = VI — « 


. m SM 5—1 
sistem care are soluția e ES E Dacá ae |! vel 1), 


observind cá yi —a efo, m rezultă cá renunfind la 
primul termen al sirului ne gásim in situalia analizatá mai 
sus. Așadar şirul dat este convergent si are limita LE 

V5- 


cn a RE ; | 
Pentru a= —— şirul este constant: dy = 


L4 


iem 
/9 —1 pentru 
DM 


orice n e N. 
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36. 


Va Fi e aS q. 


Remarcám P inceput 9 şirul este descrescător; în adevăr 
ana = 1 + a T 7 + E ` -—2yn +1 H1 = dan + 2Yn4- 
ITA : que +1 si bn că 2 yn — 2. Vn + 1 + 


Vn+1 
ei «0 pentru orice neN, .rezultă ap, < as. 
Deoarece a, = —1 deducem cá an < t. pentru orice n e N. 


—— = 1 

i, e 1 — 1 = —— ^ 
Apoi Vk + Vk e e e —— pentru gut keN. 
Insumind aceste inegalităţi pentru k = 1, 2, .., n, obtinem 


yz =) de unde —2 < 1 -- 


Tm yr EE si prin urmare —2 < 1 + 


E mt Ls yz—2Vn- = an; b) Deoarece şirul (as)new 


“este descrescător si mA reni rezultă că sd este conver- 


gent. c) Din. agp = 


JD y» Tx +3 rit LO 
A Să îi rare obținem A e aie dala 


1 
Vn+1 + AR TE E A ynd- p T5 2Vn si atunci ise 
= a a Du E F 
Ja + Vn 3- p + VETE m. 
1 5.1: ; 2p El 
Observind cá lim (an At Lise J-o ac 
x 71:12 - An + YREP YR p P 


deducem cá şirul bj este convergent dacă si numai dacă 


E f 0, in care caz lim b, = 


2) Din 2az = ay, + ak- JA pentru k =3, 4,. . ., deducem 
prin adunare, 2a, + an- ap T 2b + a Si orice n > 3. 


Notind 25+a=1 putem serie 2 [o - i| gs (E e i] =0 


3 ` 4 r l l . | 
pentru 123; punind b, = a, — — obţinem 2b, + b, —=0 
" «iH ; us 
Li w le 4 - b, 
pentru n > 3, de unde rezultă uşor b, = (—1)" > 3n-à 


* 
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38. 


: : a 4 — à 
si deci an= pa a 
- 21 
l) lim ap == 
J 3 
a) Procedind ca mai sus, obţinem | (a + &)as + Ban, = 
à 1 ; 
= (a + Bas + Ba, = l. Notind a; cei Fag by, rezultă 
s [| B yw 
(a + B)0n + Bb, -,—0 de unde b, — (—1 p a «b, 
Ë : (a + B)b + Ba v 8 is 8(b — a) 
si deci = TA 8231 cus Popi A 
ŞI n= a+ RS (— 1) +8 a 28 
b) lim Mrs 
n a + A 
Avem ay = »- cp y => După cum se zie, Y = = 
ra - k=1 
n n 
Ip yn n 
L—— : EA = pap Pentru calculul sumei D a pio- 
a e at Yee d 
Y 
„cedăm astfel: notăm 6p — 5 +.. „+ — si observăm că 
OS y" Y : 
Y i n—p+1 
M ES E Op. Dar op = A cum E verifică uşor ; 
1 Miet 
k= au j =1 
n k 1 n 
deci == (yn P+1—1) i Jui 
c v^ NOD Y'(—1 > 
7; PES FN px n — 1) — dd 
BET e Dent Așadar an = pizza Me E y Y BT 
| My — 1 aa y — 1 a 
+8 Es do a Dicir > 1 rezultă lim a, = «a —— + 
yi mars sb e cami E 
+ Br — B 
+8 E Eu | A 
Vn wl (ym 1» 
Se aplică exerciţiul 22 luind a, = n pentru orice n. 
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AT. 
49. 


46. 


47, 


7 aa AS 


n ] à 
An = EA > NE fs deci lim as = at de 
¡E ici | e 34. pri 


lal 


Deoarece — —> 0 rezultă cá există ny €N astfel ca pentru 


4 ; | 
n > n, £ uw Atunci pentru mn > ng avem 
n d 1 

gh] dum] lalea 181 oo dani. [ T ncm 

nl ol nti oon tid \2 
: e 4 eiii 
si deducem cá lim = == 0 

n 


n! 


1 " E 344 ! 
Deoarece 0 < — < — pentru .orice. n. rezultă. lim —= O 
n n MA. Tite 


n 
1 


a) Deoarece pentru fiecare k = 1, 2,.. Ha A 4 ezite, E 
i Aei "Van  Vn+k 


n n 


n? 4- 1 


< rezultá 
yn?4-1. n2+ n 


că lim an — 1 


«y < 


b) Se tine seama de; === X ;:————— $ y [——— 
| Es LUCI M A n? a kP] PI nP +1 


pentru orice k = 1, 2, ...n, din care rezultă 


: a OU TAS he: T 
D= < lün < TJ $) prin urmare, lim a, = E 
V nP + nP=1 Yap + 1 3s i 


43., 44. Idem. | 
Son €S92n— 2 ŞI Son 4 1 X S2n—1 $i din relaţia dc definiţie, 
deducem că lim Sən = lim s,44,. De aici rezultă că şirul 
(Sn)n N este convergent. >  - | 


1 


- 


1 


0 


Monotonia a fácut obiectul exercitiului 32. as. 

Pentru 0 < a < 1 subsirul termenilor de rang par este strict 
descrescátor, iar subsirul termenilor de rang impar este strict 
crescător. Dacă prin « si B desemnám cele douá limite ale 
subsirurilor de mai sus trebuie sá avem, in baza. relajiei 
Apr = Q^ ^, a. af, B = a^ de unde se deduce g = B, fie- 
care reprezentînd unica soluție a ecuației z = a? (din gra- 
ficele funcţiilor z > x, x > à* (a < 1) se constatá ca aceastá 
ecuaţie are o soluţie si numai una). Pentru 4 > 1 se aratà 
cá sirul este strict crescátor. Dacá sirul are o limitá atunci 


463 


de unde se deduce . 
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aceasta trebuie să fie soluţie a ecuației r = a”. Cum se con- 
w ^ i . w 5 E ^ i : 


avea solutii sau nu, dupá diverse valori ale lui a. Problema 
este deci a determina valorile lui a pentru care ecuaţia de 
mai sus are soluţii. Observind cà a > b implică a? > b? 
pentru orice x > 0, problema revine la a determina acel 
a pentru care dreapta y = x este tangentă graficului func- 
tiei xr — af.. A 
Ecuația tangentei la graficul funcției y = a? în punctul de 
abscisá a este y —a* == a% ln-(x — «) şi condiţiile ca aceasta 
să fie y = x sînt a% Ina — 1, « ln d= 1 sistem care se re- 
l D AU E Ee e zi 
zolvă astfel: «= — deci am2.lna=1; punind = 
> ma : in a 
— u avem a = e " si deci (e" )! — u adică u=e si deci a = e 


LE 


"în care caz a = e. Rezultă cá dacă ae (l, e) atunci ecua- 


^ 49. 


50. 
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tia z = a* are soluţii, şirul este convergent, iar în cazul 
1 
ae (ee + oo) ecuaţia nu are soluţii, şirul este divergent. 


di 3/7 ' 
Seer accu] 
piara ee. i AA 
00 YF n? d. Vna + n) + Vn? 


de unde rezultá lim an= 0; b) 


n = N 
i fixa 
. n n | 


de unde lim a, = +00. c) Se constată fără dificultate cá 


a —13> In z pentru orice x > 0; deci Vn —1 > In vn adică 


n (yn — 1) > In n şi deci lim n(yn—1)2 +% 


n 


its 1 1 TEA M 
dd) Cie. Ica = eci limita cerutá este 1. 
Sua bas + deci limi 


n(n + 1). n+1 
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(n? 4 1) sin n? nê 1 
ALLE E pita CONES, 


- ;— deducem cá limita 
n li i 1 


e) Deoarece 0 < 


este 0. 


T T T 
f) avem cos — «cos ——— < eos 
n nk n 


2...n şi deci 


pentru orice k= 1, 
a > 


(n + 1) cos —= cos — -+ eos 1 ... F cos 
n i 
MC ¿E Æ Es + n d 
n4 1 ! i n Vd 
(n + 1) cos — 
2n 
< 
a TRIAS 
de unde rezultă că limita șirului este: I; 
T 
SĂ s sin — 
.g) lim n sin = = lim T= T 
A Jaar A | 


h) Observind că (n +1) sin? = < sin? C +...+ sin? = < 
- 2n Hx n 


< (n+ 1) sin? — se deduce cá lim (sin? —...-sin? =) Z 
: n 3 | n n 


cos? — p „et cost 1— sin? + ded zi E 
: i) Zh CENE 2n — n tr ABE s: 
» SE Po .n+1 
sine E +, «+ sin2 E ia 
a a ci n şi folosind exercițiul h) rezultă 


n4 i i p 


lim [cost = + ev] cost E] =1 
"^ 2n'!. 


: | "rete V 
: pL A N Da can=1+bn—i 
j) Avem succesiv (= =|] A] = 
MIA po pol. dod 
Ti hei 
-ü cu a) unde « AAA 
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++ > + 


466. 


Fie (x5)new un sir care tinde către 0. Atunci lim UT ES) > 
i n On 
Rn ER 
T OLTRE NA rs 


S T ir 1 
Notind a"— 1 = op deducem cá lim ————= Ina i, 
s. ' n "rel 
n 
E^ 
A bn — j 5 
analog lim E Inb. Cu acestea. rezultá 
eo e i , 
n 
AL RS 1 c ia 
o fan 4- bn)n ln a d-In b 
lim Bo. een. | )— yab 
n E: : 
| elsi 1 
1-Lsin? E 1—cos — 2 sin? — Y 2 sin? = 
. n 
s : n à n 
k) lim = lim| 1 + e 
n 1—sin?— ii 1—sin? E 
n Nn 


1) Se aplică exerciţiul 23) luînd a, =1 a, = sin =, 2 


dd 


7C A PEE CE Tun T . T c 
dn = sin — ; rezultă lim sin sin. „SIN — = 
x n ; 2 3 n 


"d . [1 T 
i = lim sin — = 0. 
" d n 


m) Dupá cum am vázut lim [ -+ E +...+ ej =-+00; putem 
5 pv. ud n 


1 


D . »£,* A * T 1 
deci aplica exerciţiul 22) luînd ag = sin rá bis c 
¡Ka 1,2... 
sin E + e + sin E sin — 
i E 2 n : n 
Rezultá lim q tei lim j =% 
AS E A A e 
2 n | n 


| 
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n) Sirul considerat este evident descrescátor. Prin inductie 
vi ya ^n 1 e 

—* — 24 | — < —; de aici 
24+V1 242 2+Vn — Yn 


se arată că 0< 


rezultá lim — — da — 
n 24+Vi 24-Y2 |. 24 y/n 


poss one 1) 


p Notind an =- se constată că şirul (dn)ne y 


2:4:6-.... 2n 
este descrescător; prin inducţie se arată cà 0 < dy < ad 
i V2n + 1 
deducem lim a, = 0 
n 
: n e 
4 2 
q) men n DES ri =a) [t- c 
k? + 4k 43 = (k + (k+ 3) 


E o E | 
i 5 ` 1 : 
A = ` ; Er et ir per > ;rezultà 
/ A k+1 k+3 6 n+2 n4-3. 
P : / 


n. i 
rar 5 


lim (n = 
k2 + ák + 3 


= 


—14a- a4 a+. eT q?"*!.— 1 de unde, in con- 
ditia Ja] < 1, rezultă lim? (1 +01 + a2).,.(1 + am) = 


jx 1 
1—a 
1 1 vi A 1 
S) an= —— + +... +t =z = 1 + es = 
C uw Jic ph ck 
E k k 
ki(n — k — 1)(n — k) 
WS ror Me e 
n! i 
k=0 c 
n-—1 : n—1 
kin — k — —k 1—ktk(k +1- 
Dar 5 O ni So i Ras LL asi 
n! n! 
k=0 l , k=0 : 
31 — Ghid de pregătire la matematică | | s. 407 


ny» Vi -.g ^ 


r) Se arată prin inductie d+ a) (1 + a. (14 a”) = 


hia 


CE Scanned with OKEN Scanner 


] 


| 1) 


468 


deoarece cele douá sume au exact aceiasi termeni. Re- 
n—1 


zultă 2a4 = 2 + 2 


ki(n— k— 1)(n — k) + (n—1 — k) (k +1) 
n! E 


kin —1 — i)! 
do» miti SS Masi là at 


n (n — 1)! 
| k=0 
Evident că 2 < ap pentru orice n. Folosind egalitatea 


n+1 
2an = a + + 


L ma 


E i 4 
an-ı Se obține că dp < 2 + = pentru 


orice n > 5. În adevăr, pentru n =-5 inegalitatea se 


avem 2dn= 2 + 


verifică; presupunind ûn- < 2 + 


n—1 
iv I f 4 
F n-a t Ana $ E LP | |= gy 
ML n n—4 
6n 4- 2 8 
—4-L————«4-4-— pentru 
E TEE SPEC TEST n(n — 1) | T n P 


> 5. Rezultă, atunci lim a; = 2 


4 
Notind Xp — = Un Yelafia x4 = Cina + b devine 


o — 


Un = ajn- pentru n > 2 şi deci Yn = q"—? y, de unde re- 


c 


zultá lim y, — 0 si deci lim Tn = z 
a — 


Să considerăm intervalul [0, k — 1] si funcţia x —> qr 
v p 1 2 j ¡+1 kn — fi= 1 
Sá fie palace << < 
n n n n n 


<= k t—1 o diviziune de pas —a segmentului 
: s A | 


n 


rr 1 1 D 3 1 ua 
[0,* 1], Atunci — — t. ^X "ac pps 
ca VA- 1 + — i 
n n n 
1 1 1 AM a UMS: Š 
"I ++... + — reprezintă o sumă Rieman 
n+1 n+2 ^ kn | 


asociată funcţiei xr —- 
"img 14 «x 


si diviziunii considerate PC 
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1 jus d | 
[0, k — 1] si eum lim — = 0 rezultă că Jim [ l $ : $ 
n n+1  n+2 


á k—1 
1 
dert s. = dx = ln k. 
kn 14-« E 
0 


În particular luînd Kk — 2 se obţine lim [ 
It 


1 


n--1 


VEERSE 


J- In 2 (vezi exerciţiul 25) 

n--n 

ER C dg 1 EN 
keel) € =1 Klo qi 

v) I - 


de unde pentry d > U se 


us 


X) Folosind dezvoltarea [ + | se constată imediat că 
l .n 
[c Ly 1 pig MG Pe de altă 


"perte remarcăm că Id -+ =t Xs + md l+ 


Maus ELA A . o. X EE PUN < 3. 
wid Ly iyid Ed + y ot 
Sirul considerat este evident dad fiind si mărginit 


este convergent. Din [i + 3 L: 1 "oum Eke . — rezultă că 


N 


e< lim + me =+ ec 1) 
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n . ^ " 
obţine lim ] ] qe o uq 
^n k=1 ; 
) EMáent A ei i pentru, orice 
e E ini 1.4: | 
= 0, 1, 2, e "e$ n; deducem Dm anti < FEE 
sd cw Viu ero. a l 
F 3: 9n+1 añ SET E 9n 4 "TESI = 1 ponti S1 deoarece lim 
n+ 1 T n+ 1. __ T Me 1 
onp 2n*l — lim qaae O rezultă lim | A "- 
x | 
zm avr t Rs a 0 
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Fie acum nk atunci [1 +2] = | ile E jenă (15) 4 
i ^ 


101 3 
1 1 2 " k—1 1 
ii E (i |] 
k! n n n n 
n —1 1 1 
ess xs | & t Ue alt=. 
n n 21 n 
da de] „(i 2] (io ied aa dot și E A 
k! n n 1! k! 
pentru orice k. Deci lim a; = €. 
; 1 : 1 ^ 
Evident are sin < arc sin ———— <arcsin 
yn? 4- n yn? + k n? -- 1 
i 1 
entru orice k = 1, 2,...n; rezultă cà n arc sin < 
p > 3 mn ES 
= í 1 1 
< arc sin===—— < n arcsin i observind că 
Ñ UST Re T PL : 
k=1 
lim n arc sin — 1... lim n arc sin AS. — 1 deducem 
n yn? + n n y n? + k 


hm. Las arc sin ===" : = 1 
Vn? 4- 1 


k=1 
Stim cá lado este un sir de-humere reale con- 
* . X, In(14-a 
vergent cátre zero atunci lim OE n) — 1 
n n 
Prin urmare e > 0 fiind dat există ò > 0 astfel ca |an! < à 
In(1 E An) 


implică 1 — € < ———— < 1 +e 


i On 


n 1 "Ee t iw 
Deoarece — — — — 0 rezultă că există ny astfel ca- 


ni n 


< $ pentru orice n > N; evident că atunci 


n C 
le |<? 
n? n2 


pentru orice k — 1, 2,...n. 


Rezultá : 
In (1+ =) 
p n? FORET 
| —¿< —— «l4 e pentrunn, şi orice k = 


„he, 
m . 
ESL. de. e de aici deducem 
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In (1+ T r in (+2) 
li A E Dele 
14-24-...-Fn E 
n? 
adicá 
In (3 p+) (i 2] 
1 i italia ai E dite entru n > 
n(n + 1) p 
2n? 


>n; aceasta arată cà lim - 
1 n(n + 1) 


à? - 

existá si este egalá cu 1. Deoarece lim QURE — 
n 2n? 2 

rezultă că lim In (1 4 — A (1 ti) a A, d 
"T" n n? s n2 2 


si deci lim + X) 3). [1+4)= ve 


3. LIMITE DE FUNCTH 


Fie ae R astfel arbitrar; există «> O0 astfel rca LS > d. 
[e 4 


A | 
Atunci pentru |x| < « rezultă Ta] > d. 
APTE 


Pentru zy = Z .,.ne€eN avem lim f(r;)-— 0 iar pentru 

An n N : 

Un — _— ,neN lim f (yn) — 1. Am indicat două şiruri con- 
(4n 4- 


vergente ^ zero astfel cá şirurile valorilor functiei nu au 


aceeasi limitá. 


De pildă, z,-— 2nz — oo si lim sin  z,— 0, Yn= 
n 


— Ont im co şi lim sin jg — 1. 
2 n- 4 
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ds 
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Folosim faptul că funcţia v — a* este strict crescătoare pen- 
tru a > 1. Aşadar dacă v — n atunci a* > a". Fie acum 
M > 0, altfel arbitrar; arătăm că există ny astfel cà a” > M 
pentru n > ny. Prin absurd, să presupunem că pentru 
orice ne N avem a* < M; atunci a < vM. Cum  stim 


insá um VM =1 si deci existá ne N Rd ca VM <a. 


Golitradicha obținută arată că a” M pentru n > ny 


cu un anumit nm. 
Deci pentru 2 > ny @ > M. Pentru O <a <i se pro- 
cedează similar. 


n n 
Fie a=1 +b, b>0; re CR UL VE 
; l n. 


n 
P —— 04 E l p2 de unde deducem că 
lim — — + oo 
n,n 
Fie acum z real pozitiv. Există n e N astfel ca n «x <n+1 
SAL. 1+5 LEA hs 
si prin urmare AC ut ne JU Y or ian) bla si deci 
nl x n. 
i d | AMENS, $ 
lim — = + 00. 
z—9 T 
lim ff — E ye? = = 0 aplicînd exerciţiul, precedent. 
T=>—M dai P 
. sinz-tgz y si is b 
di sin xz — tg A le-a sin s æ= 1) i si 
z=+0 sin? x x50 COS sin? z , z90 COS T (1 + cos x). 
| SUE ed 
2 
1 1 
2 l E ¿ x 
lim IG 2. lim (1 + 2)? = In (lim (1 +20)*= 
s0 x i0 , z-0 
Punind a* — 1 = y rezultă x In a= In (1 + y) gi se ob- 
ea 7 EST | 
fine lim -— — = In a 
z20 x 
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p 
"m. i 


10. 


11. 


12. 


13. 


n—k+i 


In 


> 


SAL unde ( = mmo. 
n 


š TY à j T 1 
lim (1 — z)tg — = lim y tg E ài am j= lim Lo tE 
a>1 2 y>0 2 y>0 yr 
tg 
l 
put 
) 2 2 
= lim == 
y>0 te TY T 
2 
o Vi + sm? 2—1 i /1 sinó z — 1 q? 1 
lim Toron em = lim deer lim —; =— 
20 e si x>0 g? £0 e? — 1 2 
A e Oe x6 
( 4) ( -9) S1 2 *Sin 2 
š coste )— Cos\ te p" k 
lim ————— — ————- = — 2 lim = 
x0 m , r0 x3 
„ret pre” „et — ae ă 
j sin sul 2 
— —2 lim —— ^lim — — — 
x>0 re? d ze: 0, XC -— ze 
: oí T m x —XT x —Y x —X 
sr ae +e e — e ^ e e è e e 
-li EN ) = —2-lim (Gr) lim = 
me 4a? z-0 4 4-90 r 
j 2r — 1 
= — lim e— = —2. + 
r0 ze 
v M w T - . m m — A 
a) Să observăm că, dacă m > n atunci — < P. pentru 
| p 
ETA E n n—p . 
: ; m m— 1 meta 
orice p « n. Prin urmare — < < À A, sd 
T9 n n— 1 n— 2 
m-—k--1 m — k -- 1 


n—k-r1 zu 


y a a m ^ . . 
e b) Avem; CE — Ck.— si deci pentru orice u real 
. n : 


k 
pozitiv si fiecare k= 0, 1, ..., x Ch, uk 2 Ck ax de 
| | : 


n i n 
[d DEM 
unde > CR pt > > Cut şi cu atit mai mult 
u 


k=0 k=0 


. m : n 
> Ch uk > > s Chut 
k=0 k=0 


k n 
2 adică (1 + u)" > [ + u. =) 
n dn s r n 
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14. 


“lim 


2l3 


si deci (1 +u) > 1+ u. sau (1 -+u >1+ru> 1 
n 
c) Folosind rezultatul de la b) se aratá cá (1 +u 1-4 
-- ru pentru orice u real pozitiv si pentru orice r > 1. 
Fie x < y; să punem în inegalitatea de mai sus r = Y 
` x 
y 


şi u= a obtinem [ k^ -1 des adică [ P < 
y y x z 

< [ +). 
y 


s | 23 lin 1x ; 
d) Fien<z<n-+1 atunci [ +) < [1 +>] < [t 
n z 


1 n+1 š ME 1 
+ | de unde 'deducem cà lim (1 un =é 
Din ipoteză rezultă cá M fiind dat există a incit x > a im- 
plicá f(x) > +: de asemenea există b astfel încît z > b 


ble aci l | 
implică g(x) > 25 atunci pentru z > max (d, b) avem f(x): 


-q(1) > M, în consecință lim [f(z):g(x)] = +% 
: | ca e 


lim (23 — 52? + 1) = lim 2? [ t ur = + o  luiud 
x x | 


x>00 T>0 


f(z) = a3, ga) = 1 pa; lim (t? + 3x— 1) = 
- x£ r A 


; 3 1 ij 2 d 
» lim. z? [ + te) — +œ (se aplică un enunţ similar 
Y x $ 


celui demonstrat ; formulati și demonstrati afirmaţia). 


1 1 
lim e* = 0, lim e* — oo, deci funcţia consideratá nu are li- 
xto x40 . y 


mită in x = Q0 
MA __ 1 


" a 
= a lim 
xa X—a x2ü TI— 


i d 


A 


— q^ In a (vezi exerciţiul 9) - 
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13. 


24. 


lim liit e iai EA: 


2>0 AN x a? 2 
1 


c xxr x ` EI 
lim (e) — lim h: £ A — vad, 


v0 x>0 


p 


lin 
r0 


(Ard JH 


n 


arc sin x — arc tg x 


lim ue O E a EA 
2 


i0 x? j x3 


Notind arc sin z = «, arc tg t= B avem sin (x — B) = 


1 x 
= qT e — V1 — a? * ———— Şi deci arc sin z — arc ts r 
VI +z? us) x 
. 1—y1—a? 
— arc sin A172), 


y1 + az? 


T 


lim ————————— 
230 4/1 + x— Yl—u 


— lim Z V 4 2? 4- VQ 30 —2)-c Y a 8 
2>0 (1 + z)— (1 — a) 2 
limita este 1. 
114 
27" 
Se amplifică cu conjugata numărătorului şi cu' conjugata 
" n r 2 
numitorului; se obține Ya . i 
34a |: 
in 1.— eos x*cos 2x...cos nr lim | 1 — cos x y 
r0 x? T0 g? ü 
$ cos x(1 — cos 2x... cos 2 A 2. 
a 2 / 
4- liy, EZ — cos 21) + cos 2x(1 — cos 3x. ..cos nx) La A As 
x0 al 2 v 
2 i [Dn HD 
n n(n +11)Qn +11 
Es Sh + =>) pe = Tecno. 


+ 


k=1 
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1 
REC dirus ent LN aa ai Yi 
95. lim(2— tg x Vetg z) ^ * —9* * — lim Q—Yuwz 
^ — &-0j sinr—cosr 
1—tg c ` 
a + Vtg x x) (sin x — cos x) 
== e = el 
i In [1 — 2 sin?) 
S ; 
e 2 
In [a —2 d bc 2 sin? pz int | 
. . . 2 
= lim ————— ——— + lim « lim 2%. 
Tt cian sin? € arsi In|1—2 t Ms sin P* B 
2 i 2, 2 
97. m IG + siny) 4d- sinyz) _ Tito In(1 + sin) lx) I Ve zx 
EXIT . ma yz eoo ig) 
^ 1 
— lim 
r0 y tg Ve 
| Vz 
1 
28. lim [sin E + cos +) = lim | 1 + [sin ++ cose NS 
 2--00 SOM x xv 
: — 1 
lim- «(sn E AAA Sal lim E a 
x00 Qv x y>0 - Dy 
M == £g = e ==": 
29. In(1 + 2) — In(1 — x) me : 


x>0 arctg(1 + x) — arc tg(1 — x) 
M CE + x) — In(1 —z) Him 


= lim 2 = 
xz : >0 T, 
m T> arc tg P 
=r? 
= 2: lim = 2 : . ^ 
sp arc tg 


(s-a tolosit, exercitiul 8 si egalitatea arc tg u — arc tg v = 
(mod 77) 


== arc t 
spe 


30. lim [ln(e] + e^*) — 2]= lim [In(e*4-e?) — lne?) = 
2-09 . cC a 
Co dm "In AE 
TH 


= 0. | , D 
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| 


... In(t pg A a 
31. lim LAC 1) lim An(tg a) . lim o We T e 
; s x cos 2x z tg x — i1 m COS? t — sin? r 
i > n gie A 


— 


" sin x— cos x 
ux len us lo cd ARE RI a ja a] 


m Cos a(cos x — sin x)(cos x + sin zx) 
M — 


(s-a folosit exerciţiul 8). 


. 
— 


3 ez? — ce 1 — cosx. 1 
32. lim 22 — lim — l.p lim 2200823412 
x-0 a? z>0 a? x0 al 2 2 


Să punem arc cos x = u; deoarece x — 1 putem presupune 
w 7T w 4 
cá u e (o. ds Rezultà 


lin [sin(n arc cos a) lim sin nu 2i dn sin m, 
zei Vi — a? | "E r0 Yi—cosu u-0 sin u 
lim -L loga 11 | al yz 
nmn — E X 
me RE Tha = lim — vaii T 
Pw: d k= 1 
= lin |= ; loga (+ ie] Y £a (i + T 
X 
= ly gae. 
lim mares), RE VERE Te 
| y2 | z Pr, : 
dcr" T—— b 
| ELS | 
inn I een : im 1 cos [E — ]-3 
=€ 4 CRM ED ie? ads 
, ; T 
E 
"t 
——u 
2 sin? 4 i 
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4. FUNCTII CONTINUE 


: 2 
Deoarece funcţiile sin si cos sint continue pe toată dreapta 
reală, rămîne de verificat continuitatea funcţiei f în 


fía) = = cos v dacă ze [o t si f(x) = sin x dacă £ d il 


punctul E, Deoarece lim f(x) = lim f(x) = a rezultă că f 
i aE 


E : T 
este continuă în punctul x = ză 


Fie xy e (a, b) astfel încît f(x) > g(20); rezultă f(x) = A(x,). 


h(Xx,) — g Go) 


Fie e = > 0. Existá o vecinátate U a punctul ui 


3. 

£a astfel ca h(x) > h(20) — e şi alo) < glt) + € pentru orice 
ze U fN (a, b) si prin urmare h(x) > g(x) pentru orice x € U 
N (a, b), deci f(x) = h(x) pe U (^ (a, b) si deci f este continuă 
in zy. Fie acum x2, € (a, b) astfel ca h(x,) = g(x,) deci f(x) = 
= h(z) = 9(%p). Din continuitatea funcţiilor h si g rezultă 
că, e >0 fiind dat, există vecinătatea U a punctului s 
astfel încît |h(x) — h(x,)] < e, |g(x) — g(v9)] < e pentru ze U 
N (a, b).:Deci [max (h(z); g(x)) — f(xo)] « € pentru ze U f) 
(a, b) adică |f(x) — TG) <s dacă ze U (^| (a, b). 


Fie x rational si (de ey Un sir de numere irationale conver- 
gent către x; atunci f(2n) = 0 si f(x) = 1, de unde.se vede cà 
f nu este continuá in punctele rationale. Tot astfel se aratà 
cá f este discontinuá in punctele irationale. 


Pentru zef : ; PEZ n +1) si deci Iz] 7 n n fina 
n X x ză 


| n+1 F i 
numár natural. Deci f(x) = z^ pentru ze | W; "i Rezultá 
, n n 
cá in punctele re Y j| TP d 1 =) f este continuă. Se vede că f . 
n. n ` 


) ` 1 
este continuă si în xz = 1 deoarece f(x) = v dacă xv e (3 : 1) 


1 1 


si m f(x) = f(1). In punctele T qi mee f nu este 
n 
: wm 
bud deoarece lim fi) = p: iar lim f(z) = E]: . Ará- 
et MR 24 R, 


CE Scanned with OKEN Scanner 


11. 


tám cáfeste continuá in 0. Evident f este descrescátoare si 
1 1 2 n 3 y % 
deoarece 0 <f I = A ez (3) rezultă. că lim f(x) = 0. 


n n xo 
Pe mulțimea (— œ, — 1) U (— 1, 1) U (1, 0) f este con- 
tinuă. Trebuie analizată continuitatea funcției f în punctele 
—1 şi 1. Avem, f( — 1) — f(1) — 0. Calculăm limitele 


“laterale in punctul — 1: lim f(x) — 0, lim f(x) — lim a 
xrt—i | ay—1 x—1 
sin FLO _0. Pentru orice ae R. La fel lim f(x) — lim 


zti xayl 
f(x) = 0 şi deci f este continuă pe toată axa pentru orice 
ac R. i 


Fie x un punct de continuitate al funcţiei f si fie (7) un sir de 
numere raționale convergent către z, iar (vc, ) un sir de numere 
iraționale convergent către x. Trebuie să avem lim x, = lim 

E n+% 4 
(£n)? adică x = a?. Aşadar f nu poate fi continuă decit in 
x = 0,-şi x = 1. Se arată usor cá în aceste puncte f este con- 
tinuá. 


Ca la exerciţiul precedent se obține cà f este continuă numai * 


in x = 0. l 

Funcția este continuă pe,toată axa realá.] : 

Se constată că lim f(x) = 2, lim f(x) = — 2 si deci f nu este 
i 3 ir Jr 


continuá in punctul x = x pentru orice ae R. În celelalte 
puncte ale mulțimii de definiţie f este continuă. 


Studiem continuitatea funcţiei f în punctul z = — 1. Avem 

| : r=- 

(—D)=-2 x, lim f(z)— —2z lim f(z)—lim SRC DE 
Fre. z4—1 


z?—1 
sin (2y + 1) — MES sin 2x xy 


t 
= lim 
y>30 


= —2 gi deci f este continuá 
y 


y+0 y 
in z= — 1; f(1) —2z, lim f(x) = — 2x si prin urmare f 
1 cp urn 
nu este continuă in r = 1. F 
Se obține uşor cá f este continuă în punctele z = — 1, x = 1 
pentru orice a si b reali. Pentru ca f să fie continuă în = =,0 


este necesar si suficient ca — a = a = b deci a = 0, b = 0. 


Fie tn = z- n e N. Evident tp —> 0] si f(n) > 0. Fie 


e 


EST da 


L4 
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deci Yn — U $i avem flyn) — 1. Rezultă că f : 
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13. 


16: 


nu este continuă in r:— 0, pentru orice ae R; pe (0, 1] 
f este continuá. 


T! Ă A | 
Avem |f (zx) — f(0)| = |x sin— | < |x| si prin urmare f este 
T 
continuă in 2 = 0. Evident în celelalte puncte f este conti- 
nuá. 


Se aplicá teorema de contizuitate a compunerii a două funcţii 
continue funcţiei x — f(x) si functiei u — u?. Dacá functia 

este continuă nu rezultă cá f este continuă. Fie f: R — R 
definită astfel f(x) = — 1 dacă x este rational și f(x) = 1 dacă 
x = rational; f este discontinuă in orice punct de pe axă; 
dar y — f? este funcţia dată de E = 1 pentru orice x € R 
si este continuá pe toatá axa. 


Fie 21€ A; deoarece ||aj — Iii s la — b| pentru orice a, 
beR rezultă If) — Ife] < 10 — f(9)I- Fie acum e > 0; 
deoarece f este continuă in zy, rezultă că există o vecinătate 
U a punctului x, astfel cá x e U N A sá implice |f(z) — f(zo)l 
- « £. Deducem ||f(x)| — If (9) |] — e pentru ze UN A si deci f 
este continuà. Exemplul dat in exercitiul 14, dovedeste cà 
E ADU. nu este adevărată. 


Fie A= [0, l[|sif(r)zezc pentru orice x e [0, al ga) = ESSI - 


dacá r € (0, 1], g(0) = 0. 
Atunci f si f-g sînt continue in x = 0, dar g nu este continuá 


„în x = 0 (vezi exerciţiile 12 si 13). Sá impunem funcției f 


condiţia f(x) 4 0. Atunci existá o vecinátate U a punc tului 
To astfel incit f(x) 4 O pentru orice x U. În adevăr sá presu- 


punem că pentru orice ne N există qp € (o=. 2 +=] 
n n 


astfel ca f(z,) = 0. Evident, Tn > t si ar rezulta lim (a) 0 


si deci din continuitatea lui f am obtine f(x;) = = 0. “Aşadar pe 
mulțimea U f A avem g(z) = EN Tia si deci y este continuá 
X 


„În 29 ea raport a două funcţii continue în | care numitorul nu 
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| se anuleazá. 


Se rationeazá exact ca în solutia exercitiului (6), Comentarii si 
exercitii rezolvate; 
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22. 


Fie « = lim f(x) <0 si B = lim f(x) > 0; rezultă că există 
! vla xo 


z Ela, 2a 4 b "i, b 
3 


astfel ca f(zy)) <0 si există y, «| 


încît f(x,) > 0. Aplicind teorema 2 rezultă că trebuie sá existe 
un punct cz € (Yo, Yo) C (a, b) in care f(x) = 0. 

Să considerăm f(x) = cos x — x pe (o. =). Avem lim f(x)—1, 
j x40 


H 1v "e T . 

lim (1) = iu Conform exerciţiului 18) ecuaţia cos z = x 
T Y 

v i 


. s v bd . v ] P * T . .. LJ bd . 
are cel putin o rádáciná pe o, =). Funcţia f fiind continuă si 


. x j y T bd v . . SS 
strict descrescátoare pe o, z| rezultă cá ecuaţia considerată 


are o singură rădăcină. 

Fie la început n par si fie f(x) = e* —z". Deoarece lim f(x) X 
A i TH, 

lim f(x) < 0 rezultă că ecuaţia e?” — x? = 0 are cel puțin 

xto E 

o rădăcină pe (— oo, 0). Funcţia f fiind strict crescătoare pe 

(—oo, 0) rezultă că ecuația are o singură rădăcină pe acest 

interval. Dacă n este impar, atunci pe (— oo, 0) f(x) > 0. 

In acest caz ecuatia nu are nici o rădăcină reală. 


Avem f(a) — [()=(2—9) G — zy +y? + a) si deci 
[f(z) — f(y)] (x — y) > 0 dacă zzy adică f este strict cres- 


cátoare. Din evaluarea anterioară se deduce.si faptul cà f. 


este continuá (dacá mai e cazul (!)). Deoarece lim f(x) — — oo, 
, ` H x-— y 

lim f(x) = + œ rezultă că pentru orice à ecuația considerată 

x- o : ER : 

are o singură rădăcină pe (— œ, oo). . 

Să remarcăm la început cá f(— 2) — f(x). Fie acum ze (0, 1). 

Deoarece f(x) = f(x?") pentru orice n, iar x?™— 0 din conti- 

nuitatea funcţiei in z — 0 deducem că f(x) = f(0) Dacă 

£5 9H a i A 
ze (1, oo) atunci deoarece f(x) = f ( NES ) pentru orice n, iar 


ni. : l i 
"x — 1, din continuitatea în z = 1, deducem f(x) — f(1). 
Tot din continuitatea in x = 1, luînd Tntl, x, > 0 deducem 


f(0) = f(1) si deci pentru ze[0, oo) avem f(x) = f(0). Din. 


remarca initialá rezultá f(x) — f(0) pentru orice t e(— 0, 
+ œ): f este constantă. Evident că orice funcție constantă 
satisface condiţia. | 


dă a Ud : Tee 75.2481 
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a) Prin inducţie se arată că f(nu) = n-f(x) pentru orice 
n E N şi oricez e R. Luind x = 0 de aici deducem f(0) = 0. 


Apoi f(x) = f(n Z) = = nf (£ js deci f [= ]= ~= fla) pentru 


orice n € N si orice x. Atunci HS +) — m r| 2-2 fa ) 
n n 


si deci f(pz) = pf(a) pentru orice p rational pozitiv si 
orice x real. Din f(x + y) = f(x) + f(y), f(0) = 0 rezultă 
f(— x) = — f(x) pentru orice x. Atunci dacă p este 
rational negativ avem f(pz)— —f(—p)x)-— — (—p-f(2)= 
—pf(x). b) Fie cá f este continuă în x, si fie x arbitrar, fixat. 
Fie (15)4 e y un sir convergent către x. Atunci şirul (£n — x+ 
+20) e y converge către x, si deci lim f(x, — x-I-x9)—f(x,) 


adică lim f(zs) — f(x) + f(x) = [(zo) si deci lim f(tn) =1(2).. 


"După cum am văzut f(x, y) = z-f(y) pentru orice x rational 
"şi orice y real. Fie acum x real oarecare; există șiruri 
(tn) de numere rationale astfel încît bm Ta Lc. Atunci 


f(x: y) = flim Ln) yl = f (lim (Ln *1 y) = = m [Tn Y) = 
Hi (£n fU) = = Ua Ln) f(y) = uf (y). 


c) E conditiile foffilaté avem f(x y) = z-f(y) pentru orice 
z, ye R. Punind y — 1 si f(1) — c rezultă f(x) = cx 
pentru orice z e R. Evident functiile de această formă sînt 
continue si satisfac condițiile impuse. 


Se deduce imediat, prin inducție, că f(k” x) = f(x) si f(x) = 
f(k- x) pentru orice xe R si orice ne N. Deoarece k % 1 
atunci sau k” sau k~” tinde către zero şi atunci deducem f(x)— 
f(0). Evident că funcțiile constante satisfac condiția [(kx) = 


. f(x) si sînt continue. 


Din f(x) -(24)-[r (EJFae deducem că f(x) z 0 pentru orice 
ER. Să presupunem că există a € R astfel Că (27) = 0. 
Atunci pentru fiecare x e R avem f(x) = fa J- x — 20) =/(%o) : 

f(x — 29) = 0. Așadar, în acest caz f este identic nulă. Sá 
admitem acum că f nu se anulează in nici un punct ; atunci 
f(x) > 0 pentru orice ze R. Să punem f(1) = a. Prin inducție 


se arată că f(nz) = [f(x)]" pentru orice ne N si orice x ER. 
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Atunci f(n) = a”. Mai departe f(1) = f 2) si deci r[-)= 
n n 


=a"; apoi r(=]=r me - =f EE . Sá mai obser- 
vàm că f(0) = f(a + 0) = - f(0)-f(0) de unde f(0) — 1 (dacá 

f(0) — 0 atunci f este identic nulă). Atunci f(0) = 1 = f(x + 
+ (— 2) = M0) f(— x) şi deci f(— 2) = [f(x)]. De aici ob- 


m 
m E i $ . y 
tinem im "i =a ^, Conchidem că pentru, Orice număr 


n 

rational + avem f(x) = a*. Folosim continuitatea lui f pentru 
a arăta cá f(x) = a? pentru orice z teal. În adevăr fie (x5) un 
şir de numere TOA convergente cátre x; atunci f(x) = 
= f(lim a) = lim a^" = qm n. qa (al doilea egal este 
justificat de continuitatea Tui f, iar penultimul de continuitatea 
funcției x > a”). Evident funcțiile a? satisfac condiţiile din 
enunț. 


Observaţie. Cititorul nu trebuie să fie surprins de prezenţa pro- 
poziţiilor din finalul soluţiilor problemelor (23), (24), (25). 
Pînă în acel moment, am demonstrat că funcțiile care satisfac 
| condiţiile din enunţ au în mod necesar forma indicată, ceea ce 
nu înseamnă că acestea și satisfac aceste condiţii. Că, totuși, 
este evident că funcţiile determinate satisfac condițiile respec- 
tive este adevărat. 


4c 


5. FUNCŢII DERIVABILE 


1. Funcţia este continuă pe [—7, 7], este derivabilă pe (—r, x) 
(Se vede imediat că in x = 0 f este derivabilă si f'(0) = 0) 
si f(— x) = f(z). Deci teorema lui Rolle se poate aplica: 
există un punct x = 0, încît f'(x) = 0. Acest exemplu poate 
servi și pentru a ilustra că produsul a două funcții poate fi 
derivabil într-un punct chiar dacă unul din factorii produsului 

nu este derivabil în acel punct. 


2. Funcţia considerată este continuă pe [— 1, 1], f(— 1) STO 

(= 0) este derivabilă pe (— 1, 1) cu excepţia punctului z = 0. 

Teorema lui Rolle nu se poate aplica. Se constatá, de altfel cá 

j pentru x € (— 1, 0) f'(x) > 0, iar pentru x e(0, 1), f'(x) < 0. 


32 — Ghid de pregătire la matematică 4 - 483 
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Funcţia dată nu este continuă în punctul x = 0, deci teorema 
lui Rolle nu poate fi aplicată. Aceasta nu înseamnă, însă, că 


1 
nu există puncte în o, =) în care derivata funcţiei să se anu- 
T 


leze. 
Existá, in fapt, o infinitate de astfel de puncte, anume £p = 


Lask d. 5. 


— 
— 


A 
2 


Să admitem cá g(x) 4 0 pentru orice x e (a, b). 

f(x) 

g(x) 

Funcția h este continuă pe [a, b] derivabilă pe (a, b) si h(a) = 
= h(b) = 0. Conform teoremei lui Rolle h'(x)— 0 pentru 
cel puţin o valoare x e (a, b) si prin urmare f'(z)-g(x) — f(2)9' 
(x) = 0 pentru cel puţin un z din (a, b). Contradictia obținută 
arată că g se anulează cel puțin într-un punct din (a, b). 


Definim A : [a, b] > R prin h(x) = 


-T = o pentru orice xe R]{— 1}, funcția este cres- 
cătoare pe (— œ, — 2) U (0, œ) si este descrescătoare pe 
(— 2, — 1) U (— 1, 0); r = — 2 este punct de maxim local, 


qo 0 este punct de minim local. 


Pi) ipo up pentru ze(— o, — 1)UÍ[!, o) 
1)2 | == | 
+ (E) 


Funcţia este strict crescătoare pe | — oo; IHE U[I, 0) = 


şi strict descrescătoare pe (E — 1). Punctul x = 


—1—V5 EN, ; 
= n cdi este un punct de maxim relativ, punctul x = 1 
este un punct de minim relativ, desi derivata nu se anuleazá 


in acest punct. 


f'(x) = 1 + In z pentru ze (0, oo). Funcţia este strict descres- 
„cătoare pe [o, t| și este strict crescătoare pe E co) punctu 
€ ¿ e 


1 ql 
x = — este punct de minim. 
e 


BER ii Ec e iunea i races 
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10. 


functia este strict descrescătoare; 


— 12421041 
x) = —— 

AC, (4 1) 

Functia io) strict descrescătoare pe (ua, oo, 1 — ENI y 

+ V2, + oo) si strict crescătoare pe (1— y2, 1 TY; 


punctul v = 1 — V2 este punct de minim, x — 1 + V2 este 
un punct de maxim relativ. 


pentru orice x real. 


aC NIS, a pentru orice xe R. Funcţia este 
(1 + 22)(a2 + 2x + 2) : ! 

strict descrescátoare pe | — oo, m și strict crescătoare pe 

= = ; co), Punctul x = — — este un punct de minim relativ. 

f(x)-—1 — sin x pentru ze R. f'(x) 2 0 pentru orice 


x e R, egalitatea avînd loc în punctele T= dcm A 


este strict crescătoare pe R. 


Pe E + a WE 
crescátoare pe [0, 1) si strict descrescátoare pe (1, oo). Punctul 
x = 1 este un punct de maxim absolut, punctul z = 0 este. 


un punct de minim absolut, deşi funcţia nu este derivabilă. 


în acest punct (funcţia are derivată infinită în z = 0). 


f'(x) = 3 sin x cos x (sin x — cos x). Pe intervalele de forma. 


[rr m ar), anti 


(2k + 2:3 


funcţia este strict crescătoare, iar pe intervalele 


(2, 2l +2), pis +=, (2k + Hi [2t + =, "M 


* 


punctele £ == TF ar, mem Wer 1) x= 2kr + = sint 


puncte de minim local, jar punctele x= 2kx T — p T- 


VELA x = 2km sînt puncte de maxim TIE 
l 4 Ni 


485. 


Functia, 


pentru iorice t € (0, co). Fúnetia este strict: 
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16. 
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; 250 re R|{— 1, 1}. Funcţia este strict 


le) = a 
crescătoare pe la o, — V3) U (V3, oo) si este strict des- 
crescătoare pe (— V3, — 1) U vs 1,:1) U (1, V3). 
Punctul z = —V3 este un punct de maxim local iar punctul 
z= V3 este un punct de minim local. 


e arc sin a are sin x 


1 + « 
CE EE pentru x € (— 1, 1) de unde se vede cá 
Y 


f'(x) > 0 pe mulţimea de definiție si prin urmare functia este 
strict crescátoare pe (—1, 1). 


f'(z)--——2 sig "utei 2z) pentru Ak 2 Pe multimea 


U lia kx + B functia este strict descrescătoare; iar pe mul- 
kez 
TC 


timea U [ts — 


kez 2 
punctele x = kr sint puncte de maxim, iar punctele x = 


, (k+ Ds] functia este Strict crescătoare ; 


— (2k + 1) sînt puncte de minim ; în punctele de extrem 
2 

functia nu este derivabilá. 

Fie A si B proiecţiile celor două localităţi pe dire diia căii fe- 


rate, a, b distantele la calea feratá si fie S locul de acostare. 
Notind cu x lungimea segmentului AS problema revine la 


a determina pe z astfel ca f(z) =Va2 + a? + V (d — a?) + b? 


YO go . o w Li ad ? l Y 
să fie minimă, unde A B = d. Se obţine x = ră Se constată 
, ^a 


cá unghiurile pe care cele douá segmente de sosea le fac cu 
calea feratá sint egale, ceea ce aminteste de a doua lege a 
reflexiei. 


Notind cu 2x înălţimea cilindrului se obţine voumul sáu 


V(x) = 2m x(R? — a?) care este maxim pentru t = 


Notind cu x înălțimea conului, volumul lui este V(x) = 


Ta (2R— x)Í 2R 
ET care are valoare maximă pentru z ET 


LI 
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20. 


Notind cu a si b laturile dreptunghiului gi cu x latura pátra- 
tului ce se eliminá în fiecare colţ al dreptunghiului, volumul 
tăvii este V(x) = (a — 2x) (b — 27). V este maxim pentru 


a p um p Wm 2 3 g 3 a b 
Lt = +13) ie bă Se constată că r< min | a 


23" 2p 
Funcția este definită pe R, f(0) = — 4, f(x) = 0 dacă si numai 
dacă x = — 2 sau x = 2. lim f(x) = lim (f(x) = 1, deci dreapta 
: -+-+ 00 T —a 


y = 1 este asimptotă orizontală la ambele ramuri infinite. 
Deoarece f(x) = f(— x) rezultă că dreapta x= 0 este axă 


de simetrie a graficului; f'(x) = RN ] (x) Pa 
Ura (1 + 2} 
-Variația funcției este redată în tabelul de mai jos. 
r — 00 —2 — ys 0 LER 2 + oo 
d 
[' — — — 0 + ++ +++ 
1” boo b. Th A — uc prd pp pe ok 
=i 11 
1 0 ——— —4 — LI 0 1 
" pss | l i | T T T 
convexă . concavă convexă 


i N N | 


„Punctul (0, — 4) este un punct de minim absolut, punctele 


MEXIKO ERE 


AGUS -H int puncte de inflexiune. Graficul 
este redat in fig. 8.1. | 


Fig. 8.1. 
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Funcţia este definită pe R, f(x) > 0 pentru orice xc R. 
f(0)= 1 iur f(a) = lim f(x) = 1, dreapta y = 1 este asimp- 


c+ 
4 ^i ă Pi Va == ga "o! di = 
totá orizontală la + oo si — oo. f'(2) CT, f" (1)= 
Su gie d : R : 
EE lr poate arăta cu şirul lui Rolle că deri- 
(x? 4+- x+4 1» 


vata a doua are trei rădăcini reale situate pe (—00,—1),(—1, 
1) (1, 0), deci graficul are trei puncte de inflexiune. Va- 
riatia este redată în tabelul: ^ , | 


Punctul (— 1, 3) este punct de maxim, punctul [1, sl este 


A s 


“punct de minim. Graficul este redat în fig. 8.2. 


23. 


488 


Fig. 8,2. 


Domeniul maxim de definitie al funcției este (— oo, — 2)U[1, 


+ of) 


2x2 $ Bz — 4 


Variația funcţiei este descrisă în tabelul următor. 


1 


La + y mj \ 
+2 | 


Li 


= 
ET 
c 
c 
© 
O 
197) 
Z 
TI 
x 
O 
E 
E 
= 
UO 
D 
= 
= 
© 
O 
Y 


1 
| 
| 
| 
| 


Minas 


r 


E podi 0 cad + id ok ep 
opem ur M con ; o 1 foo 


3 i " i43 du A 
Dreapta dto este asimptotá oblicá la ambele ramuri 


infinite, iar dreapta x= — 2 este asimptotă verticală. 
Graficul este redat in fig. 8.3. 


Domeniul maxim de definiţie: (— co, O)UJ(0, oo). Graficul 


. taie axa Ox in punctul (2, 0). lim f(x) — lim f(x) — 0, dreapta 
>—0w 


++ x 
y = 0 este asimptotă orizontală la ambele ramuri infinite, 


6 — 27 pr 
E t) = 
— ro) 


dreapta r=0 este asimptotă verticală ; f'(x) = 


t cri = Punctul 3, 2) este punct de maxim relativ, 
x5 d 


punctul (1) este punct de inflexiune. Variatia funcfiei 


este redatá in 


0 2 3 4 + oo 
POR pă UE ++ 0 === — 
E A E L0 A pia te e 
+00 PTE 0 
A uio Y DEL: e. 
convexá , l 
N —00 concavă convexă 


` 


| Graficul este reprezentat în fig. 8.4. 


25. Domeniul maxim RN {1, 3). Graficul taie axa Oy în (o. i]: 


lim f(x) = lim f(x) = 1 deci dreapta y = 1 este asimptotá 


x—90 
2 
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NINE 


^ 
ADO 
MM. 
Ws M ^ 
Pd P "d 
Par E 
p 
P d rl 
v^ j 
E 


SOS 


Fig. 8135. tza Aa e Moat TA 


orizontală ; dreptele z = 1, x = 3 sint asimptote verticale. 
— 3x2 ni, 4 
fip = aa E LN Variația funcţiei este 


a d 00 1 5 a 
S ;9 +00 
i= == 0++ + |+ 0 — Mr qu 
+00 
4] ră 7 
Ls y ! 2 t f +00 T aes J | Ye 1 
|=% "0 
TUUM 


5e poate aráta cá graficul are Un punct „de inflexiune pe 
intervalul (— oo — 1). Graficul este redat in fig. 8.5. 
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26. 


Domeniul maxim de : definiţie (00, —— 


Fig. 8.6. 


JUE + co). Gra- 


ficul taie axa Ox în punctul (1, 0) lim f(1)= — oo, 


3x? — 1 


lim f(z) = + co. f'(1) = | 
- E Br + 132 |/ 21 


riatie este 


Dreapta ifs us d s ? 


y3* 3/3 


este asimptotá 


| 


- Tabloul de va- 


f bd * 1 
oblică, iar x= — E 


- este asimptotă verticală, Graficul este trasat in fig. 8.6. 
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“27. Domeniu: maxim (0, oo) lim f(x)- O0 lim f(x) — + o, 
r30 . THA 
f(x) = 0 & z= 1. Funcția poate fi prelungită prin conti- 
nuitate în x = 0 punînd f(0) = 0. f'() — 1 + In z, f” (x)= E 
Punctul (> - este un punct de minim absolut. Graficul 
€ e 


nu are asimptote. Variafia functiei este 


e 
— 
— 


0 A 
f E e 


N convexă 


si graficnl este ji ae in fig. 8.7. 
. 28. Functia este definită pe R; lim f(x) = + e» Jai pt) = 


Tw 
f(x) =1— cos x > 0 pa) = sin z. Gratichl.1 Hu are asimp- 
“tote. Variația funcției este 


x —00 :—4x —3r .—2r =r 0 z 27 3x 4r... FO 
f + 70 4:70 40 i450 R00 4 
f" 0 + 0—0 + 0—0+0—p9 +0 —0 


—o f—4x 1 —3n f —2r f — (fO [x f 2x 1 3x f 4« 1 o 
...COnVéxàüá concavă concavă convexă... 
| 
Punctele kr, k întreg sint puncte de inflexiune. . Vezi gra- 
ficul in fig. 8.8. 


i 


492 


CE Scanned with OKEN Scanner 
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30. 


31. 


Fig. 8.7. | Fig. 8.8. 
Domeniul maxim EL 1] fa) 20x — 0, f'G)—1- 


ix CL D= 7 pentru 


ze(— 1, 1). Variația functiei este 


4 


p PUO Dudas. 
concavá inf convexă ye 
„Deoarece f(— x) = —f(x) rezultă că punctul (0, 0) este 


centru de simetrie al graficului (lig. 8.9). 


Domeniul maxim R. lim f(x) = 0 Tm pAn „00. Graficul 
1 z-)—t0 : 
taie axa Oy in ul (0, In 2. TO= e T x: — — » 0 pentru 

orice ze R. Dreapta y — 0 este asimptotă la — oo, iar 
"dreapta y — x este asimptotă la + oo. Graficul este redat 
în fig. 8.10. 

Domeniul maxim de definiţie (— oo, — DU 1, DUE, 00) - 
lim f(z) = lim f(x) — 0 deci dreapta y = 0. este asimp- 
S = l ; 
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Fig. 8.9. | Fig. 8.10 
totá orizontală la ambele ramuri infinite ; dreptele x = —1, 
. . , — x? G 
r— 3 sînt asimptote verticale. f'(x) = a i UN 
| (12 — 2x — 3) 
y , Tabloul de variație a funcției este 
— —3-2/3 —3 10 —342y3 3 + co 
— 0+ + + +4 0==|= =— 
o | -2Vr0t+0 243 
^ MUA] | t 1 | +o | 0 


+ œo maxim — oo 


Graficul este redat ín fig. 8.11. 


32, Domeniul maxim de definiţie a funcţiei (0,1JU(2 + 00) 
lim f(x) = 0, dreapta y = 0 este asimptotá la + oo, dreptele 
z+ ' 
a=0, x=2 sint asimptote verticale. f’ (x)= <0 


Ma? — 2x) E 
a? —2x 


—a? + 2r — 2 
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Fig. 8.11. 


pentru orice r€(0, 1)U(, co). Variația funcţiei este 
cuprinsă in tabelul | 


+00 


x 0 1 2 

F | = = ` 
GET "s cL 
if too i | xs 0 


Graficul este reprezentat in fig. 8.12. 


y 
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33. ze(— o, 2]U(3,4] lim f(1)=>+ œ lim f(x) = 
: jr —co 43 


deci dreapta x= 3 este asimptotă verticală. f(x) = 


i pL A e) pe (— o, 2) U (3, 4) deci 


2(x — 3)? — a? + 6r — 8 
x—3 
functia este strict descrescátoare pe domeniul de definitie. 
Variatia functici este 


— 


^x: [t9 0 2 3 


d T x E Sed EER | 
! => | 
E se i O ri y 
f 
] > alis t convexa. 3. UII TITEL convexe PPM PEPA convexă 0 convexá 


jar graficul este redat în fig. 8.13. 
34. Domeniul maxim : pd a Iunetiei RM IO = 


| zz — 3) B. 
TRES f (2) 


A 
= 
* 


(x— ET 


! 
¿ 


Fig. 8.13. 
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| 
| 


= 
E 
c 
c 
© 
O 
197) 
Z 
TI 
x 
O 
m 
p 
z 
Uo 
D 
= 
= 
© 
O 
VW 


Tabloul de variatie este 


x£ +œ 0 1 d 
ENE ap rai PS CI RORIS SN 

Pi A qe O AP 

ETA A RO 
E a 0 + + + + 
00 

ste Of 97 

: pe DE dra 

o: |. "toncavü convexá convexá 


Dreapta y = x+ 2 este asimptotă oblică la ambele ramuri 


infinite, dreapta x'= 1 este asimptotă verticală. Graficul 


este reprezentat în figura 8.14. 

Multimea maximă de existență a funcției este Ay E a Hr 
kez 

Graficul taie axa Ox în punctele 27 = 3 kr, keZ. In 


1 


(cos 2—sin z)? 
pe multimea de definiție. Deoarece funcţia este periodică, 
cu perioada 2m, este suficient să studiem funcţia pe [0, 27): 


punctele kr funcția are valoarea Left) = 
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Variatia pe acest interval a funcţiei este redată în tabelul 


de mai jos. 


hn a 
T T 3T 5r ƏT Tr 
0 tas. s Tus T — — — 27 
x 
4 4 4 2 4 


pi pp € 0c ZA. a 0 + + 
MZA. A SA UU E RETE 
+00 1 1 

+0 d 
"diro oz Eg e bey Be 
f e | s 
convexă |—o Concavă Convexá  |—co concavă convexă 
Graficul este reprezentat in figura 8.15. 
36. Domeniul maxim de definiţie a funcţiei este R. lim f(z) = 
+0 


+ 65. lim. fE) == deci dreapta y = — este asimptotă 


r+ 
2x — 1 


orizontalá la 00. f' (a) = 1 — ===> 0 pentru orice 
+ oo. f'(2) IT mur p 


Li 


La 


Fig. 8.15. 
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| 


= 
D 
= 
e 
© 
O 
19) 
Z 
Lui 
d 
O 
< 
+ 
= 
jo] 
D 
= 
= 
© 
O 
Uu 


xe R. Variația functici este prezentată în tabloul 


Dreapta y = 2x + 2 este asimptotă oblică la — oo. 


Vezi graficul funcţiei în fig. 8.16. 


„37. Domeniul maxim de existenţă este R. lim f(x) — 1, 


S5 co 
lim f(2)=-—1, deci y=1 este asimptotă orizontală la -+ co 
X—— 00 ES f 
s | 4 
y=-—1 este asimptotă orizontală la — oo. f' (x)= ——z, 0 
y p : f(x) CIA 
a | + i 
pentru orice ze R-f'(x) = — a), 
ai ( e e gy 


Fig. 8.106. 
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38. 


39. 


900 


mig: 847. 


. Punctul (0, 0) este centru de simetrie al graficului N 


în fig. 8.17. 
După explicitarea: aridis se vede cá —.— 
+2 pentru z e(— 00, 0] 
2 — x pentru x€ (0, 2]. 
fe) E t — 2 pentru x € (2, 4] 
— t + 6 pentru x €(4, oo) 


` Graficul este. reprezentat în fig. 8.18. 


— 3x — 3 pentru x e (— oo, — 2] 


f(x) — Tr y jx 41] = = 
3x+3 pentru ae | >, x 


Fig. 8,18. 
a 


j > 1 
— r-Fl pentru ze = 2, — a 
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40. 


$ € (0, RU zn LE - E Jim fe) 5. fü 


pentru orice ze(0, oo) f(x) =— 


; Fig. 8.19. 


Graficul este reprezentat în fig. 8.19. 


—————— 0 Té ur e aaa BE 
r(1-1n? x) er Es . (E. 
14-1 
opm m, <0: “pentru 
x*(1 + In? x) 


orice z € (0, oo). 


Functia este strict crescátoare pe (0, 765) si concavá pe tot 


ántervalul. Vezi graficul in fig. 8.20. 


^ 


y- 


na 


n, D Pig. 8,20, 


am s : i 501 
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41. a) Conditia em f(x) = f(0) conduce la b = — 1 iar con- 
> xt 


diia f((0) = fa (0) conduce la a = 0. Evident in punctele 
x #0 din mulţimea de definiţie funcţia este continuă si 
derivabilá. | | 

b) Se tine seama că |sin z| < |x| pentru orice v real iar pe 
[0, 1] Ja? — 1| < 1. 


49. Remarcám la început cá f este derivabilă pe (— oo, — 1)U 


U(— 1, DUA, œ) pentru orice a si b si cá fa (1) — —1 
fi(—1) = 1. Din aceasta deducem cà a # 0. Din condiţia 
de continuitate in x = — 1, si x= 1 se obţin egalitátile 


js — A +1 k - 
-a sin ROM s a sin fb 172) b 0 de unde deducem că 


b= 1 + 2k, k fiind număr întreg. Din condiția de deriva- 


bilitate se obține E cos zk — 1 de unde a =(—1)*- 


mE 


"nu 


e 


43. a) Funcţia este continuă pe toată axa reală , 


— 3x —4 7 1 
| 2 dacă ze[— 66, — Un. oo] 
» pie A 2 
fen = 4x? 4- 3x 
= : - dacă ze Er 2) 
i x? +1 2 


de unde se constată că f este derivabilă pe toată axa cu 


` a : : 1 : 
excepţia punctelor t = — 7.: T= 2. 


- 


| Ere dacá re(—0, -$|]UQo) 
` wa ` 
dei : 


—333-— 8r: + 3 
(22 + 1) 


2 


E 1 
dacá ze (5 


b) lim f(x) = lim f(x) — 0, f(x) =0 dacă si numai dacă 
TV : 


X — 00 
3 4 r $ e = 
x =0 sau x= GARA e Variația funcţiei este redată 


în tabloul de mai jos. 
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Fig. 8.21. 


De aici rezultá cá functia are punctele de maxim 


(3, 5) [i 3) Şi punctele de minim (=> -2| 
2 3 2 ; 2 


(2, — 2). Să observăm cá în punctele x = — —, x = — 2 fune: 


Di» 


- tia are puncte de extrem fără a fi derivabilă. Grafici] functiei 
este redat în fig. 8.21. c) Pentru me (— oo, — 2) ecuaţia 


nu are nici o rădăcină reală; pentru m = — 2 ecuaţia are 
m - . . . 1 i > : ` 
rădăcinile x = — ăi dna 2; pentru me (— 2, 0) ecuaţia are 
patru rădăcini reale; 
` . w - . . "4 3 
Pentru m — 0 ecuaţia are rădăcinile i 0, —, pentru 
4 
4 dabo 0 "ar^ " 
m € [O, 4 ecuatia are patru rádácini reale; dacá m — 
ecuaţia are două rădăcini duble 1, = T = — 3, £} = = 
4 1 i Le a we è . 
pentru m € Pu oo | ecuaţia nu are rădăcini reale. 
4^4. Se utilizează şirul lui Rolle: f'(x) = 60(2* + 33 — 72? — 
_— x + 6) si are rădăcinile“reale — 3, — 1, 1, 2, 
Sirul lui Rolle aratá astfel 
t |-—o0o = 97 zl l NE ER 
————————————————em 
(x) | — oo a 279 a—147 a+217 a+ 104 + oo 


w |m Că |m 


Di iii reacia 
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Înscriem semnul lui f in punctele — 3, —1, 1, 2 după 


diverse valori ale lui « în tabloul 


XT — a + 729 a — 147 a + 217 & + 104 + 
[r4 : 


F: SE. je d TA F 

Să — a a M a3 

—7 29> --- D. — V Rn — a 

—104 + — + Do + 

ue — po Sg alea E 

AMT p eR oue pris A E NE: 

o qo— 0 -— E Ju 

: Pentru « € (— oo, — 799) ecuaţia are o singură rădăcină 
realá situátá pe (2, 00) ; “pentru « == — 729 ecuaţia are o 
rădăcină dublă a, = T, = — 3 şi încă o rădăcină reală pe 
(2. 00); dacă « e (— 7293 217), ecuatia are trei. rădăcini 

reale pé (— o», — 3), (43, — 1), (2; 00) pentrug = zo 217 
ecuaţia are rădăcină dublă x, = 2, =: şi încă o rădăcină 
„reală pe (— oo, — 3); Cind a € (— 217, — 104) ecuaţia are 
cinci rădăcini reale situate, respectiv pe (— oo, — 3), (— 3, 
Ad 1;.1), (1; 2). (2; + eo) pentru g = — 104 ecuația 
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are rădăcina dublă ri 25m 2. şi Încă trei rădăcini reale ; 
pentru « €(— 104, 147) ecuaţia are trei rădăcini reale; 
dacă a = 147 ecuaţia are o rădăcină reală dublă 1, = x, =—! 
şi încă una, reală pe (— co, — 3); pentru «e (42. 00) 
ecuaţia are o singură rădăcină reală pe (— co, 


45) 46) 47) Se rezolvá analog.. Notind TG) = yd — 2) 2 + 
J-33 — 4 -- 1 avem f'(x) = dai — 4X*r ale cărei rădăcini 


sint 0, A si —A. Avem f) = f(—3)2(1—5*) AF 


? 
— 4-1) f(0) — 23 — X +1. În realizarea sirului lui Rolle 
trebuie să acordăm atenţie ordinii în care plasám rădăcinile 
derivatei : pentru A e (— co, 0) ordinea crescătoare este À, 


0, — A, iar pentru A&€(0, oo) ordinea este — Ay 0, X. Să 
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al 


mai observăm că 2? —-L 1 are o singură rădăcină reală 
iraţională situată pe (— 2, — 1), fie ea X4. Cu 
sirul 


4 acestea avem 


A 0 — JÀ + o0 


A 


(1 q... A3) (A* €— A + 1) 3 — A -} 1 (1 A A2) (2 x PA -- 1) -F 


— À — 
— 
—— 


-- 
tte 
ERES, 


»-- | 


e a 0 


-= 
Id re UE 
Til Ls + 


+++ 


Deci, pentru à € (—00, Xj) ecuaţia are două rădăcini reale; 
Dacă à = A, ecuaţia are rădăcina dublă pe O si încă două 
rădăcini reale; pentru A € (y, —1) ecuaţia are patru rádá- 
cini reale ; pentru à € (—1, 0) ecuaţia nu are nici o rădăcină 
reală ; dacă A. = 0 ecuaţia are patru rădăcini nule; pentru 
€(0, 1) ecuaţia nu are nici o rădăcină reală; pentru A = 


= l sj à= —l -ecuafia are rădăcinile 1, = m= 1, x=. 


Xa = —l. 


EE Hon niu il : 
i e or Iu t cte Xx tin. E BEI Zap OU 
se tai gra icul funetiei 1 — 7811 


talà y = X: Derivata f'(x) are rădăcina x = —1 si încă o 
rădăcină reală x, situată pe (0, 1) in care f ia o valoare Ay, 


cu o dreaptá orizon- 


A < —2. Graficul funcţiei este reprezentat. in figura 8.22. 


`~ P 
€ 


, 
? 


Concluzii: pentru Ae (— o0, A) ecuaţia dată are o singură 
rădăcină reală ; pentru -à = Ay ecuaţia are o rădăcină dublă 


egală cu x, si încă o rădăcină reală; dacă A € (ào 0) ecuatia 
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are trei rádácini reale; pentru A= 0 ecuatia are rádácinile 
Ty = y = —1, -z = 2; dacă A €(0, oo) ecuaţia are o sin- 
gură rădăcină reală situată pe (2, co). Exerciţiile 50, 51. 
52 se rezolvă la fel 53). Fie f(x) = a? — 3a?%x + 205. Atunci 
ecuaţia f'(r) = 0 are rădăcinile z, = —a, x, = și f(a) = 

= 2(b — a) (b? HE ab + a?), apu we 2(a + b) (a? — ab + b?). 
Tinind seama cá b? -+ ab + a? > 0, a? — ab + b? > 0 pen- 
tru orice a, b reală egalităţile realizîndu-se: numai pentru 
a= 0, b — 0 rezultă că semnul lui f(a) si f(—a) depinde de 
poziţia punctului P(a, b) în raport cu dreapta b—a=0 
şi, respectiv, dreapta b+a=0. De aici rezultă că dacă 
(a, b) se-aflà în regiunea I (vezi fig. 8.23) ecuaţia are trei 


rădăcini reale; dacă (a, D) se află în regiunea II ecuaţia are 
o singură rădăcină reală, dacă (a, b) se află în regiunea III 
ecuaţia are trei rădăcini reale diferite, Nar dacă (a, b) se află 


în regiunea IV ecuaţia are o singură rădăcină reală. Dacă. 


punctul (a, b) se află pe una din dreptele a + b = 0, a — b = 
= 0 atunci ecuaţia are o rădăcină dublă egală cu —4, res- 
pectiv a, şi încă o. rădăcină reală. 

Sirul lui Rolle este --- 


^ 


E e do usi o „C.I 
f | —ec di b —1 a -6—5., rw 
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Fig. 8.23. 


De aici rezultá cá, dacá (a, b) se aflá in interiorul cercului 
de razá 1, ecuatia datá are o singurá rădăcină reală, situată 
pe (— o0, —1); dacă (a, b) se află pe circumferința de rază 
1 ecuaţia are o rădăcină dublă egală cu —1 gi rădăcina 2; 
„dacă (a, b) se-aflá în coroana circulară determinată de cercu- 
rile de rază 1 și V5, ecuaţia are trei rădăcini reale ; dacă 
(a, b) se află pe circumferința de rază v5 ecuatia are rádá- 
cina dublă 1 şi rădăcina —2 ; dacă (a, b) se află în exterio- 


rul cercului de rază V5 ecuația are o singură rădăcină reală. 


INTEGRALA RIEMANN 


s$. -2 | 
L — FF ln z 
14. 3 i. a 


2 


Se face schimbarea V1 + z? = 1; rezultă d! = ——L 
| " >> AA] 3 
sau zdr = ldt şi deci, formal, | x vi + da a. | tdi -i = 
= Eu 
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Sa! 


4e 


Se face schim barea y2 + ad = l de unde f z? 2 + zăda = 
20? € 
-Zae = A GIFA 


Se calculează prin părți ?uotüm.- nt i: "dr = dude 


= dí şi V = acá n = 
unde du = deşi v = 77 z 
` n+1 I Fl 
X HH c 
: Ton dv = In v — 2 da: ln a 
Deci [ "in ade = 573 | Wr iar ar 
g Ct - 

— qu dacă n ; gl sifa rcl a das q In x da care 

. i : N Se (In x)? 
prin schimbarea In x = conduce la |— Line dz = 


a 2 

t . ar Ies d E » 

Se calculează prin părţi: z — u, ¿dx= dv si se obține 
f cede = r — er. p m 


; A 7 R NEUE cos 2x . 

 Notind 2= u, sin 2xdx = dv se obține du = dx, v = E 
à y ! l E i cos 2x | a 

deci (z.sin 2rdz = — — cos 2r + —— du + 


Tn ds eL e i 


7. 8. Fie E = fe” sin bedx. Notám e = u, sin bedr — do. 


-— 
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cos bx $ 


Atunci du — ae^* dx, p = — T cos bx si deci E = — 


Bi. | 
=- e cos bx dz. 

E, : D 
Fie S = f e'* cos bx dx. Notind e — u cos be = dv avem 


M . 1 e g 4 5 QU. E i a . 
du = ae dz, v = — sin bx si deci S — £ 5m bt — +A ge. 


b . T b. b 

; TM i os" pa Ma ss "e 

-sin bada. Prin urmare E=— 56 S ^* 4 — S si S= 
. b b 

eE sin bx uu n ped H a sin bx — b. cos bx) 

——————— — — E de unde se obţine E=; qma 
b b | ' ai + à* 
l Y 
S 4^" (a cos bx + b sin bx) 


a? -+ ph? 


PRINT NS 


ihi 
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9; 


10. 


13. 


14. 


11. 


. x Li ] 

Deoarece sin px sin q= > |eos(p — (JT — cos(p + qx de- 
ducem pentru p z Go PA-I» | sin px sin qx dx = 

1 fsin(p — q)x sin(p + q)x € Lud 

E: rara Dacă p = q atunci integrala 

^ P— q p+g 

s e . | à A u 
devine | sin? padre care prin pru devine ( 5 2 EE ditas 


1fu sin 2u 1 
T PaE d si deci | sin? ptăz = e a — Sin '2pz, 
pia 4 2p 4p 


Dacă q = —p atunci se obţine integrala — f sin?prdz. 


i 


era o 1 
Tinind seama cá sin pr cos qx = — [sin(p + g)x-E sin (p — 


— 


pee q)x)] rezultá | sin pr cos qudx = > | sin(p + q)xdz + 


1 1 sin (p — q)x 
— A sin(p — rdi = — ———— cos (p += qr — ——————. 
d it UE TAO 


- ' ! TX. 
Dacă q = pratunci | sin pxcospada = v | sin: 2pxdxr = 


1 “mn 
= cos 2px. Analog pentru q = —p. 
p b | ; 


Le) 


=— Yo papi LEI E A sin(p + q)". Dacă | = 


Aa 2(p + 9) 
= ie aa 
= tp (eos: pear == + a: 272 
2p | 4p : 
f sinf^! ada = $ (0 — ccs? soi p = e — u2 du unde 
> 
cos2K- 1 
JH €08 r;^ dec ani = — TET E 
9s r; d isin x di = C 1) Că RTT 
| | k=0 
ORE 
NN 9-1 d TA Y EE S gi 4 rot Ra NE k Ck Sin” a 
cos? 1 + 1)" cos xd; ——— 
| ado T sin? a)" c s ada ; (=D Cn SET 
i k=0 i 
| 1 | 1 
rer = (da | — l = 
zx? r4-1 2,. (8. * ; 
] r-t 5 + 3] u 
2u 2 2x 4-1 
fn — = enretsg-——— 
yg ^'^ tg y E "ya 
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COS pr cos qzdz = = sje (p—q ax E cos (R + t q) de =>. 


15. Sá facem schimbarea t = olt) = yt. re(0, 1) te(0, 


tunci A È | ci a are sin q? 
a = — = — T? 
y1— x 2) yi—e 2 


| . 1 " x 
Funcţia 2>-—arec sin Y este primitivă a ial a ET ae 
2 . — a 


pe întreg (—1, 1) 


16. go sin 2adz = ei 
1 ; | 1 
17. Se face schimbarea t = 75. deci du niri si (formal) 
fo mo rr 
x de > 2? (| (| de 
avem = — AA AS 
d aya? —a 1 ]/1—22 VI — 2 
T t 12 
; = de dt. 
deci . pe (— 0, — 12) Í e Y TT 
Lag yz) | 
ya 1 5 y2 
ETT TU RON — are cost V2 = — mare cos 
(1 — (1/2) y2’ y2 x 


a = i 1 ; 
iar pe (V2, co) | s = 77 are oc ic: 


cos x di. - d(sin 2) e 


G+ sinza)1/2 — ) + (sin? 33]? 
e = ln (sin x + VI + sinzx) 


19. Schimbarea x = sin £ realizează o bijectie derivabilă a in- 


seratan T x? dx sin? ! cos d! 
tervalului [E E |pe (—1, 1); deci |= Mes gus = 
2 2 Vi — a? (cos? 1)!“ 
l sin 21 1 : 1 pea 
= ( sin? dis L—- I RE L aro sin a —x yl-— 2? 
/ 2 4 2 2 
20. Schimbar gi xdr 1 du Nt 
+ Schimbarea 1? — u conduce la = —— = 
pi a+ 1 2 Jiu2 + u + 1 
1 2 2u 942 
o — arc 1g —— Fra Aa rio perl 
z. ya ys .- ya 
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21. N 


23. 


| b q? = a? xr? 
Avem ————— a A CRISIS did UC M R SAI 
axi -- x? --1 "(Mila (x2. -- x -+ 1)? — x + 1) —— 
Y Av 4- B 
|j AER E a ADAC 


x? 4- x 4-1 i3?— x41 
+ a(A 4- C — B + D)+ B+ Ddeunde A+C = 0, D + B — 
E yug COM PME OU ALME rM 


9 


ra 


e — — =>, B = D = 0. Prin urmare ————— 
la A LG X KARY es 
«bs E med 

2 1x?--r-4-1 + 1 
Rezultá 


2 i? -r--1 2 r? —2 +1 4 
2x 1 1 ~ 2x — 1 
Pin i oe: dx + Varr tt 
1 1 5 1 U 
i are pri la EE. (x? + v 4- 1) Tu ns ad 
+1) pL XA arctg =— ig (are bg — | 


12 — +1 1 2x +1 2x — 1 
————— arc tg + arc tg i 
prl MET: | >- 3 c. 8 | 


, e dx 2d 9 SE à A 
Știm că | = arc tg 2.*Să calculăm aceeaşi integrală prin 
1 i 


+a? 


AA " B. P 
părţi, punind - -=u dr = dv; obţinem arc tg t = 


a? 223 A x : a 
y (14: a9) — 1-4 a? 


140% (1 + 232 


ies d i da du 1 3 
= —— 4-2 are tgz = 2; si adica | = | + 


14 a2 (1 +22) (1 + x? 1+a? 
+ are tg a! 


) A 
1 A B (Cep D y Es 
(p 4-1 | z-1 (BR ado Ga 


de unde 1 = A(x + 1) (3? + 1)* -+ B(a? + 1) + (Cx + D) 


Se pune 


+ D? (a24- 1) + (Ex +F) (x + 1)? care conduce după calcule ` 
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et” 
f 


Ly 
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24. 


28. 


29. 


1 1 
simple la A ID mag em um D Estad 
"B 1 25 4 e 
+ 1 1 ^ i 
D= = E=, F=0. Se obţine Jo - 
4 2 | (a+ 1) a? +1) 
1 i: 1 1 
= —dn le + 1| — — . — = n (2* T E E TU AE 
2 |; i | 4 +41 4 (27 ) P gt 
b $ 
4- 4 E x? -L 1 : i 
3x 4- 2 A. B (Ew, 
Se E XT + — şi se deduce 
(r—30(r4-2).. 10422 042 (43) 
12 13 ATA q af— 3x 
A=—, B =—, C = -—siprin urmare ano da: 
25 25 ' 5 ) (r— 3 (x + 2) 
2.15. » 
== 1n 2 +2] IgE jz — 3] — — 3 pe orice inter- 
.0 T ^ 
zi care nu orita a=' 9, £3. 


9. Se face schimbarea Vx — 1 =!1 de unde dx = 21dt si, Tor- 


mal ( = "de == 2 (1 4- ?p93dt... 


c—1i 


Se: pune 2 — a + 1 = (xr-4-10)* de unde x = 1 ay si dx = 


(2 —2(8- t4 1) 
(1 +21) 
integrale rationale. 


di şi calculul se reduce la calculul unei 


f sin? x cos? x de = f sin? z(1 — sin? x) cos x dim = f (sin? x — 


3 5 
— sin ax) Apin y) = e ee " 
cota — , (tgx) x) a7 
iu aT cos? x | Suis S 3tg?^z4-5 
1 d /3 tg x 
== (te z) + arc tg } : 
3 3 y5 Ys ` 
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ý . NW | a : 2du : 
4 30. NCu schimbarea tp ~= u [deci dx = , Tolosind for- 
; ) : 2u 1 — u? i 1 — sin x + cos 
: mulele sin & = -, COS X = se obține | e AM 
1 4- u? 1—wu 1 + sin £ — cos x 
X 
1 — u 


dl - 


32. 


. 33. 


35. 


36. 


Se pune ———————— = 


div 2 Y ——————— du 
i ua + 1) (1 + u?) 


Se procedeazá ca la exercitiul precedent. 

+ " du 

Se foloseşte schimbarea tg v= u de unde dr = 
CN j l 14u? 

: Le du 1 d(uy2) 1 

integrala se reduce la | ——— = —— \ ——7——-— art 
= | me Va up VS 
Ue $ = ed dx 1 - 

(u/2) prin urmare Y a uds tg (V2 tg x) 


1 4 sin? x 


2 


( du z ( d(tg 2) Y du E» 
sin? x + sin cos v— cos? x J tg? x--tg v—1 u? -+ u— i 


pa 1 du du E 1 2u + 1 + y5 E 
ES INE. yz. Ye 9 YE 
y5 uictis ugd y5 y5 2u 4-1 — V5 

2 2 


de za 2 ts a+ 145 
V5 2 tg x41-l5 


| pat. um 
. = : ^ a "Du i a“ sin 3x 
Se calculează succesiv, prin părți: | x? cos 3x dx = ———— — 


2 


vA ober d x3 .27 och JEU n 
NE sin 32 dee SI Se X cos dE = 7 sin 32. 


D 
€ 


Prin procedeul indicat la ex. 27 se reduce la o integrală 
rațională. Ae 
1 A B: Cx + D 


S i VM tir de unde 
(x — 1)*(a? + 1) eds it ati 


ETA 1. a i e iw s 
rezultă A — ——, Bd Bd D=0 si deci, 


2 2" a. 
__da laxe. ilo 1 3 
Um s cec ED tsp cas p Anti 0) 
(z—1y(2f--1) ^ ^3 o e AA uuo 
pe orice interval care nu contine punctul x = = 
e E WD „513 


CE Scanned with OKEN Scanner 


es 
N 


38. 


39. 


41. 


1—c ut o == 4? 
„aucela Y y 1 dz = =—4 Dag d u = Are 


514 


ra 


Fie E= dz; calculám prin járti : | 
M Sia I paru: aus Ul dr = do 
2x . N 
de unde v = x, du — — ————— dr. Obtinem E = = + 
(a + a?) x? T a? 


02 ^ ^ d 2 
fo ura th re dr — Jes _ Pda 


MH 
deccm iau ali ata Y a? de unde RET 7 
a de (x? + a?) VES + TIE a E + 
a 1 
R sis dar E = — are tg =; rezultă ( —E- — 
x? + a? a erm d (x? + a2)2 
1 1 x 7 : £ 
Lj reta SEE 
la a pa ~, 


Cu schimbarea 1 — z? = u se obține, formal, 


da 1 (0 du 1 té 1 1142-3 
Aint a, i = — In | =— |. 
z(1—2)h  3Jum1 6 n+1 6 VII 


Se face schimbarea Vl +e*=u de unde ID Opp 
2V1 et 
— du si deci EE f 2du = 2u = 2 y1 + e. / 
Vi + ez 

(z—1)dz — 1( (2—2)dz 1 (d(a2—224+3) 
a 2 | (1? — 2x +3 pir (2 — 2r + 3) . 
SR N 1 
CIN 

dz E snzdr d(cos x) E 

| cos zesin? a —— | cos x (1 — cos? x)? E -| cos æ (1 — cos? x)? ad 


/ i du . M TE T 
pur — care este o integrală raţională. 
u(1— uy (1-4 n 


/ 


Se face schimbarea Vi = Uu, x € (—1, 1) care con- 
T 


; STE Pei cal- 
ut + 


y 
uy ]= — arc tg u 4-41 


culul ultimei integrale vezi ex. 37. 
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NU 
43. 
z 
2. 
45. 
46. 
47. 


34 — Ghid de pregátire la matematicá 


Procedám prin părţi: EF dr = dv; arc. tg xr — ir: de 
x iare tg c 3 
unde rau dr = V1-ra? arc tg z— V1- a? dz. 


Calculul ae integrale; fie E = [VI +22 de = zy Fr — 

os = dz = x YI F a — f VIF ë dz + (3 
de unde 2E = x VI F a? 4- In(z + V1 F a?) şi deci E = 
= f VI +? de = (yr rai + a? + ln(x + V1 + 22)). Asadar 


Bare uH d 
ue due -V1F 2 arc tg z — > (yT F + ne + 
+Y1 + a?) | 


Integrind prin părţi avem f are sin x dr = x arc sin zr — 
x du ———3 
Ai — t arc sin T Fyi — x?. 


1— x 
Bu IM 1 e i| Doe 2-27 
at — 1 la : $83 --1] 2 3 !x—1 a+x+1 
A bn z — : 1: 1 six 
"m tay Prin urmare ( AN iesu Inj- E 
+1 x?— k4-1 x? — 6 t1 
Y pas di Mi E — 
6.) 1410. 6-J 4+o+1 6 r1 12 
S a 1 2x 4 143 - ctl 
ba t Arm zy dr = In E A IE uh 
t z2—x-4-1 12 Lry ^ um die 12 
1 a— 1 
In Iz2 — z +1 — In zzril zyz are tg = — 
xA zi | | ME 2/3 y3 . 
1 n 
= arc tg 2E. 
3ym ya | : Ne 
Se calculează prin părţi: u = arc sin z, d» = gu 
l == 
"n 
x arc sin x eS 
de = —Vl —a? are sin 2. +27. 
| y1 — x? V 
Sá punem VETT = t O UN iad și A di 
Vara 
: | | : 
a? da à Boc (Vs3 +1) 
rin urmare | ————— = | (8? — Ddl = ——1-— — 
prin E T ) A A 
a? + 1. | 
515 
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` = zt I : > z à à 
40. 5e constată | x alli ES deci | Ad y 


E 
c 
c 
[t] 
o 
Un 
Z 
LLI 
zi x 
ua P a E 
= —]n — —ar tg. s 
6 a+ 1 3y2 ya g 
; 5 < 
; l c 
V CA : a ur dx S 
49. Notind In(z + 1) = u, = dv obţinem du —-———, p e 
(x- +1) la le 
1 ox ln(x + 1) 
== In t+ 1 T ——— si deci | e (UD ee ar e ÎȘI E. 
C ) (x + 1) (cr ) ' E 
1 | " ( In(z4- 1 dr BE 
fo seio (la A n een E 
x4-1 r1 (a+ 19 . Hx E 
1 y- E 1 i - E : x 
+ ——In(x + 1) — — In? (x + 1 FE T 
x +1 ) 2 ( T c a+1 *" 
E l Š l+x n me REND 1-4-x 3 
30. Notám ln Ele u, rdv = dv si se e an dr= € 
> ; 1=x : 1—4€ E 
x? 1 E 
à; iru ew |a im let, Dye. 2 
= - a dx ` " , NK Rer. 
51. Fie E, — | ———"+ Calculám prin părți integrala Epa = ——— ^ 
: (x3 a) . d 
i j , y To 
z N dx ^ 1 E y ra E 
= f => punind. US dy etA d 
Gp ay m Tu (E gat os | E 
EE a x? x E 
Ep: Serat e arar dr = 
Tcr M aij s (z* + ay" (a? + el 4 
t m 
> x? + a? — a? x | 3 U 
+ n — DIS : an de |= ran + 2(n —1) En -1 — 
(x* + a*) - (x* + a*) 
P | 2 2 di Ju à as i Jue mon v ! y 
355 2(n—1)a? E, adică -2 (n — Da En Aa E 
ed | + (2n — 3) Ea. | | ! | E 
$2. Avem succesiv : f sin" dr— f sin?" 1r, sin z dr —--sin*^ dz 3 ; 
cos x +. (2n — l)[sin?"? y cos? ada — —sin?" a cos 2 + d 


+ (2n —1)1 f sin?" ^? rdr— f sin?* a dal, de unde 2n f sin?" xdv = 
= —Sin?'7! a cos 2 + (9n — 1) f sin??? x. de de unde 


TEM : Loan 2n — $ e iona 4 Ax 
(sine x&v dr = — — sin 2 r cos Tcr » | sin? a da. 


Cu 


">. 
y 
| 
E 
E 


E n-i n " 
Avem > l il "e "TR i yi a Eu 
parda A ih edi, ŞI deoarece Pi. 
lees () k-1 n Jn 
k 1 k + UOS 
re PSI ALES < — l ate u fiecare k = 0, 1, ..., n — 1 rezultă 
3n n 
n—1 1 


că n > ` a E dt = In 2. 
3n + 3k +1 1+ 


Yn. ECOS deci um — 
ioa A 7 V2 — kin yup DS = 


n? 
ke k= 
[4 


2 - 2x . 
CS dz. Integrala se calculează cu schimbarea, 


PI Vasa 
: | DES C C Den 3 a A 
Zu ES do) E gg 929 .— 
Ba Get te Dei) grae) 22— 
0 n ET 
l Lud 
paie drin xn ek 
: mai > ( 
S^ ut : : i. cum Ru 
2/3 a zn? (ak + 1 Tzi a pia e 
a < Y i SA k= 0, 1; 1— 1 rezultă 
PES e de , Ep 
xt EAT + | | : 


T 
4 


lim s - P T] 2” de= arc tg “x| = 
ES + (2k+1)? 1+ 22 E 
: 0 2 ad 0 


n am (Her | =tin 29) = il E ae 


1 1 + — 
n 
d TOR 
= arar Pentru caleu]jul acestel integrale, facem 
(1 + oara: | 


ar 


schimbarea VI +2? = x + l de unde a E =i re o, 1), 


tell, V2 — 1]. 
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: 1 Y2-— i 
Obtinem | AR | MEE SAA 
Jata a tah eos] 
0 1 | 
| y8—1 QT NUES, Cs 
dt 1 PATA Y 1 S 
=2 4. ————-—-ln|-——————— = i În (2-2: 
| (—1i1»?—2 V2 | F—1- Vă ya (2 + V2) 
y 
j n 
Jim rc rr ¡aa 
n 4 (n? + k?) (VnF K + n) 
se | 
n 1 
zu | 1 1 
— lim — ) TD > ÎS 
n n | k i uu k 2 (1 + (VIF 24-1) 
k=1 eH 16 4:1 0 
~o n n l 


= 1 (Integrala se calculează cu metoda de la exercițiul 


precedent). 


59. 
60. 


61. 


62, 
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. kr d 1 
lira că LS si in? — = x sin? zr dr = — 
*) 


1* 


y 


jam 
i n LT 
lim ——— Vk = lim ~ — == — 
n n s > n ES 3 
=] 
1 nen 
d 4 
lim n ; = lim = > = | xo RIS, 
FETI ia E x? 43 18 
k=1 


-y k—1 k k—1 k : 
Deoarece ¿x= — -E€ , —| pentru orice k = 
- n n* n n 


mos 


LN 3 n i i 
ly 42; N, rezultă lim + ) "f. E + == n 


Se consideră diviziuneă segmentului [0, 1] formată cu punc- 


k k— 1 . bJ 
tele t; = — — ,k=1, 2, ..., n41 şi alegind pe 
| (n n? - 
: DES TRE > 
fiecare (Xy k+) punctul Ep — atunci suma 
n n 


Pienany asociată funcţiei f şi acestei diviziuni este : 
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ii e a To. EA UE 


ho. 
ho. 


63. 
64. 


65. 


66. 


68. 


39. 


n4-1 


LESEN RO ON da 
xam m j> is i e n (s. - m 
n+1 


ky —k +1 1 1 
rupes 
n n n 
k=1 
Funcţia f fiind integrabilă pe [0, 1], este márginitá ; rezultà 


cá dim — iL si din egalitalea de mai sus rezultá 


1 , 
. kn — k -1 1 ; 
lim ESE UR ]= Mo dz. 
0 ^ 4 
Se aplicá exercitiul-61 pentru functia f(x) = Vx pe [O, 1]. 
Se aplică exerciţiul 61 pentru f(x) — In(1 + z) pe [0, 1l. 


Se ia în exerciţiul 62 f(x) = sin = pe [0, 1]. 


` 
4 


1 : 
A zi p^ PX 1 
Aria cerutá este | (Væ — 2°) dr = —. 
2 a , 0 . : 1 
A 
1 
A =2 (0) dr = >. 
0 - 
1 ; i 
A = ferde = — e7 Ra 
. 0, EL 
o j / | 4 
2 5 A 2j 2 
S3 —— 3a? 4- 3—8 4 r6 i 
AAT <a ru de = — dome I dri, a 8 80 E 
i i3 — 9 2 ]|-1 
—1 —1 
t—3 1 (2 20 
1 = — (21 In 10 — 39). 
6 243 —1 z \ TA 
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m1 
mi 


920 


A=2 jo Dag qt — 
E 


1 | : 
i 1 T 1 
A =| alfa Hg d 
1.4- a? 2 2 c 
-1 


a=2( C- a? — Ma?) de = E 
0 | să 


—a a? 
dx — 47.203; ză să 


Vi: 2z 
(1 + 22)? 


4 


se face conform exercitiului 22. - 
> - 3x 


Eo 


sd ale rit al 


B) docs els A. 
— Vai) da = ds y 


EXEC EE. om 
Sra | Ya —i* 
—( ` 


" (sin? T= cost js q 5 sin? t dv + | 


T +2). 


v2 (x — 1)? — In? js = A inë x+ Ina |] 
: | 


V= v f (9? — y3) dr unde y, = 2a + Va? — aè, y, = 24 — 
a s - e l 


C i a 
— la? — z? deci Vos[8aya?—2a? dx = 


1 


2] dr. Calculul integralei | —À— de 


cos? i ul == 


e 


1 


di ir 
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79. 


orice ne N, de unde rezultă lim tn = 0. 


vergente; din dy = 


«(i =- dE) NT) 


Vos + | (a x. Tur -+ «x Y i (2ax v g” du 
0 i 


y3 


7. PROBLEME DE CONCURS 


^ 


PIECE MEt tat e EET 


Pentru orice ne < 
| An (+ 1) + ta- -o + Tp) 
n(1 4- n2)x ma d n? 1 se - 
d NA + A+ Ea) n < 1 deci sirul (dn)neN 


nn + 1) : + n 
fiind format din numere pozitive este descrescător. b) Evident 


a è , A : a, 
O <tn € — si cu rezultatul anterior Ô < Tny, < — pentru 
n : n 


y 


; Ce | n 4 2 
In mod- evident < |a| < pentru orice n de unde 
"e ilie, n?--n n? -+ 1 
rezultă lim Jay! = 0 si deci lim aj = 0. 
I cC ] a 
a) Sá remarcăm, la început, că pentru d > 2, LAXE E 


—— 


A » i A f pz x | | n « 6 
adică z, <a, Presupunind tn <tn-, avem Tntı =| e A 


Un En- tE 


si deci z4,, < x4. Sirul este descrescător (faptul că şirul 
este definit rezultă din observaţia că Un > 2 pentru orice 
n e N, ceea ce se obține prin inducţie). b) Trecind la limită 


“în relaţia zy = | si obținem lim i, = 2. 
2 


Prin inducţie se arată uşor cá ag < (n < b, < by pentru orice 
neN; eu aceasta se obţine apoi cà dy < dar Para Da 
si deci şirul (4,)nen este crescător si márginil, iar sivul (bn)neN 
este descrescător şi mărginit. Rezultă că şirurile sint con- 


Suzi + bni se obţine şi lim an alim bn- 
4 : n 


a 
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(k + 1) (k + (k 1) + 3) i 
In In A 
-5 peeta kk + D ¿pm k(k + 4) A 


^ AED = L gest). de unde rezultă by, — b, = 
k=1  —A(k +4) 2 ntd 


2 6 e 
PA, ERr Aa > 0 


~ 2  n+6t+5 
cátor si 0 < bn < In 2. Se obține lim by = In 2. 


şi deci şirul este monoton cres- 


6. Trebuie să presupunem că az V2.-F 1 deoarece in caz 
contrar x, nu are sens si odată cu acesta, nici termenii 
următori n-ar putea fi definiti? Rezultă cà trebuie sá pre- 
supunem că ag (0, 1, —1, y2--1, y2— 1, 1— y2, 
y2 — 13. În această ipoteză, punind r4 = tg ap rezultă 
%n+1= On + za de unde an: = &n + x pentru orice n e N 


și deci Upn+g = Tn pentru orice ne N. Asadar sirul este pe- 
riodic si are perioada principală $. 


7. a) Din condiţia a, = f(n) —f(n + 1) cu forma propusă a 
lui f se obţine sistemul A = 1, 3A + B = 6, 4B= 12. 
evident, compatibil cu soluţia A —-1, B — 3. 


Est 


b) Avem în = Y as = If) — f+ D= f()  fa--0 = 


PNEU NA «—=7 de unde se desprinde imediat con- 
(ad) +2) 2785 2 


| 


à . n 
vergenta sirului bp: lim b, = 1. c) lim b? = 1. 
f |n. n | 


9. Se vede fără dificultate că E. E 3 zs dis ==) 
| 912 —3k—2 3 l3k 


e 


E aa dacă 1 se 
si deci ay = v4 ( hs E care conduce la faptul că (aa )nex 


3n + 1 
de Uia a 2 1 
este crescător si mărginit, deci convergent, lim an = eds 


n 


9. Dacă 0<oa <1 atunci dy <a? pennig orice ne N si deci 


lim an = 0, Dacă a = 1 atunci ay = ax si rezultă lim a; = 0- 


E 
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1 
(1 + a(1 + 49)... (14 anl) 


si deci lim a, = 0. 


Pentru « > 1 avem 0 «a, < 


1 a — 1 


1--a4- 2a? t... 4- anl a —1 


Pentru n par tn}; — tn > 0, iar pentru n impar nyi — Tyn «0; 
rezultă că şirul nu este monoton. 
(—1)k 


T pentru k=1, 2, ... n obținem 


Din Zk} — vg = 


n 
1 k w w . 
Tari = Y, + > ls 5) de unde rezultă cá șirul (Irmey 
k=1 | | 
aea 1 
are limită : lim 2, = tı ——. 
3 
Din exercițiul precedent rezultă că există şiruri cu pro- 
prietátile (i), (ii) care sînt convergente. Arátám că există 
şiruri care satisfac (i) (ii) care nu. sint convergente. 
Sa considerám pentru aceasta un sir (2 n e y astfel cà 1444, — 


; j^ R1 a ; A 1 
— In = — dacă n este impar și Tm — Tn = — ————— dacă 
n 2in —1) 


; 1 
n este par. Electiv r,— tı = 1, Tg — d = v X4 — Ta = 


: 2n 
=_, Lg — X4 == 2, .... Rezultă ) (Xp — Tr) = 
3 2-3 
k=1 . 
E à vq 
«4 1 ro ee 1 1 T 
= — ) — pentru orice n adică Top. = Tı + — > à =. După 
2 k EU 2 k 
; k=1 “kof 


n 


E TR >> 1 PCS ENG" : 
cum se stie sirul | ) ES este nemárginit si deci subsirul 
1 €E JINEN 


t= gu? 


termenilor de rang impar al sirului este nemárginit si deci 
nu este convergent, prin urmare însuși şirul (Yan) e y nu este 


convergent. Se poate vedea cà lim ta = +00. 
n 


Deoarece cos este functie pará este suficient sá considerám 


Li 


cazul r 2 0, Fie.r— Ż cu p si q numere naturale. Dacă n >q 
| > | 


atunci ty = cos 274 unde ay este un număr natural, deci 
SQ = 1 pentru n >q. Sirul este convergent. | 
v LI 


TOEN 4 523 


CE Scanned with OKEN Scanner 


13. f(x)— —1 — 7? dacă v € (— œ, 0), f(0) — 0, f(x) =t ar 
dacă 2 € (0, oo). Se vede usor că f este strict crescătoare pe R 
si deci este inversabilà. Avem [f *:(—-00, —1) U 107 I. (1, 
o)—AR si f* (1) = Yo T dacă e (—ó, —1), 
f 0) = 0, f(x) =Ye— 1 dacă ve(l, 00). Se constată 
că f^! este continuă pe multimea de delinilie, desi f nu este 
continuă in punctul += 0. 


14. Pentru fiecare. n se arată prin inducție asupra lui heN 
i = r(— =) = f(0). Prin urmare pentru orice număr ra- 
n n 
- tional r avem f(r) = f(0). Fie ze R si fie (7m)nex Un sir de 
numere raţionale astfel ca lim rp = x. Din continuitatea 
în x a funcţiei f rezultă f(x) = lim f(r) = f(0), deci f este 
n ^ 


constantă pe R. Funcţia f: R — R definită prin Ko = —1 
dacă x este rational si f(x) = 1 dacă z este irațional satis- 
face condiţia din enunţ dar nu este constantă. Dar această 
 functie nu este continuă. Je t 


15. . Funcția este continuă pe tcatà axa reală, dar nu este deriva- 
bilă in punctul xv = 0; în celelalte puncte f este derivabilă. 


16. a a=1,.b=1. bllim f(x) — —1, lim f(x) =1 f(a)= 
l x> N X- 
= ——— —— ——-——3;-, de unde rezultă cá f are un 
2(a? — x + 1)(a3? — x -+ 1) le 
r 2 
maxim in a ES 5) Dreapta y = —1 este asimp- 


7> 
4 


dd totă orizontală la -€ oo iar dreapta y = 1 este asimptotă 
„orizontală la + œ. Graficul funcţiei taie asimptota 
| y 1 in punctul (1; 1). Variația funcţiei este 


Graficul este redat in fig. 8.24. 


924. - e ape cas Rd AR 
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AS RNV 


Fig. 8.24. 


c) Deoarece TE "0 pex, 2] rezult că aria cerută este 


e 2 l 
a? a? — et Ow 
[ze dr = EET = V 
a—x+t o. 3?— t 4-1 FE: 
. NC i4 ES E pe le re 
=f 1 + = — da = qx +N - = dz = 
TN x? — x +1 2 J] x? —xr i 
` 1 ! 1 1 TOL 
- du 


=1 +m e D] 


` 


ap 
poe 
R 
| 
v |= 
a A 
A E La] 
B pate 
Ac ^ 
ME 
—] 
to 


=1 +1 v3 s arc tg ^W 1 E nya Y 


Sá remarcám la incen cá deoarece Î(2) > 0 pentru orice 
t e [0, oo) rezultă j F() dt > 0 pentru x > 0 si prin urmare 


o este definită pou. u orice y > 0. Deoarece f > 0 pentru 
orice t> 0 rezultă cà (2) > 0 pentru orice => 0. Mai 
Bepatie, este evident. cà If) « 2f([) pentr u te [0, x] si prin 


urmare j LUf(ly dl. «x fro di care conduce imediat la Wes 


pentru orice zx A 0. b) După cum se stie funcţia x — 


T YQ LE 


rs 


Jio d! 


025 


ex 
A 
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18. 


19. 


B 
c 


este derivabilá 4 are derivata x => f(x) pentru x > 0. Arátá:: 


că funcția x — j ¿f(0) dí este derivabilă. Vie F(x) = O d ; 


Pla +1) — Fi) = | (f() dt = h-Ef(5) unde zx «£z +1 
(am presupus h > 0), conform teoremei de medie si deci 
In HA = Ef(E); deoarece lim E/(5) = xf(x) intrucit 
h—> 0 implica ¿>aua iar f este continual rezultá cà existá 


lim HEN si este f(x). La fel arătăm cà F are deri- 
h=>0 h 
vata la stinga in x egală cu x f(a), conchidem cà F este deri- 


vabilà în z 0 si F'(r) = xf(x). Cu aceasta rezultă că o 


fa) |: at zit irat] 
0 0 ; 


este derivabilă si. o'(x) = x 
E SrO. dt 


c) Cu reżultatele anterioare se vede că o (a) 300 enira orice 
z > 0 si deci p este crescátoare. à 


» TC . " e , > e 
Cum se ştie pe | 0, (o. |n ionii considerată este monotonă și 
2 “4 


a t 


to la 


Dă 


f(x) > 1 pentru orice Y e |o. E pe (3, d funcţia f este 


de asemeni crescátoare deoarece cos este descrescátoare. Deoa- 


rece f'(x) > ] pentru orice 4 SEI i 


— 


d rezultà f este strict cres- 


cátoare pe intregul domeniu; Deoarece f este strict crescătoare 
pe [0, 7] rezultă că f este injectivă. Funcţia f : [0, 7] — [0, 2] 


este surjectivá, continuitatea se studiază in x = Z in detaliu 
E 2 
woe . . A .. . 
cu ráSpuns afirmativ, in celelalte puncte f fiind evident con- 
*» 


. su T T . 1» 
Una, In punctul x = a f nu este derivabilă: 


„Considerînd că dreapta y = x — 3. este asimptotà la ramura de 
2; 


la 4- oo se obte a = — T = C S m si atuncise observá cá 
P 4 2 E 
dreapta respectivă its asimptotă si la ramura de la — %- 


Y 
E. 
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20. 


LE 
a) Din f(x) — (ke + yl + jay) se obline imediat 


['(x) = = ENERO adicá (1) de unde 
POTTER e E na 
"n Vi + K?a? . $^ 
f(x) = ————————————————- care tinind seama 


1 + ka? 
de (1) devine (1 + A?z2)f'"' (x) = f(x) — K?xf'(x) adică (2). 


b) k>0 se obţine f(x) = e* si (1,), (2) se verifică imediat. 


Să presupunem f''(x) > 0 pentru orice x e (a, b). Să considerăm 
funcția A : [0, 1] > R definită prin H(i) = f((1 — t)a-4- tb) — 
—(1 — Dfa) — t fb). Atunci H'(zj) = f'(x) (b — a) — If) — 
f(a)] = (b — a) (f(x) —f'(£) unde ¿e(a, b) este astfel 
încît f(b) — f(a) = (b — a)f' (E) iarz; = (1 —1)a + tb: Deoa- 
rece f’ este crescătoare rezultă că ecuaţia f(x) = f'(E) are solu- 
tiille x pe un interval întreg sau se reduc la (E; (adică sau există 
un interval I astfel ca xz eI implică f'(x) —f'(E) sau ecuaţia 
are numai soluţia x = č) "i | 


Fig. 8X 
Dacă I = [x, B] (sau (a, 8)) atunci pentru x € (a, «) adică 
— qa 


pentru t e (0, = rezultă | H'() < 0 iar pentru 


b—a 


[> 1) H'() > 0, H'( = 0 pe I[x, B]. Cum H(0) = 


=H(1) =0 deducem H(l) < < 0 pe [0,-1] si deci f((1 — Da + 


+10) < (1 — Df(a) + tf). 


Afirmația reciprocă nu este in general adev áratá dupá cum 
arată exemplul f:[—1, 1]— R fm = a*(a* — 1) pentru 
care se vede imediat că f(x) < 0 pentru orice x e(— 1, 1) 


(adicà de an 5 Hf(— D (0 0) dr. pe 


akh- 
f" este negativă.. 
O Yi m5) 
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care conduce la 


Relaţia din enunţ trebuia înlocuită prin 


[(te + (1 — iy) < tf) + A- Dy) 
pentru orice x, y e [a, 
Fie, cu aceastá ipotezà, MUS ta e (a, b) astfel-ca 2, < r,. Pentru 


x € (2, Ta) luînd t = 2 2% e (0, 1) se obține din conditia 
Ly — Ti S 
impusă 
| a a i | k Rg 
(E EA an 5 fig. E 169 
Lo — Xi e bă ) Ty — T LE: 


[e — 10) > ft — T 


MD nme : 
de unde se NEUE f 
AN | TORTOR fa) — fa). + [69 — Y 

[T uw Taia LUE 


de îndată ce zi <a << si prin urmare. f'(2,) e rs): 
functia f' este crescătoare si deci. f" este pozitivà 
b) Să admitem cá f nu este constantă pe R :. există punctele 
my T, în R astfel incit f(x,) # f(x). Aplicind teorema lui 
Lagrange deducem că există un punct x, e (x, x) astfel 


ca f(x) + 0. Fie funcția x > f(x) +f' (2,) (x — 20) = o). 


Avem olz) — f(2) = [(20) — FE) + f'Gy) (£ — z), 2 e R. Apli- 


cînd din nou teorema lui Lagrange avem o(x) — f(x) = (x — 29) 
[F (£o) — f (ca) unde. Cy este situat pe intervalul deschis de 
capetéz, si x, care devine o(x) — f(x) = (x — 20) (to — Ca): 
f (cl) nde cl este situat pe intervalul de capete x si c; 
Se vede. ușor că întotdeauna (2 — xg) (to — cz) < O si ipo- 
teza f'"(z) < 0 conduce la olp) — f(x) > > 0 pentru orice 2. 


Deoarece pe unul din intervalele | — 00, ty — S, Le. | 
fas, | SY. Tu No 
x, ` ; E k z © p 

[r — 7 Y EN co] q este strict negativă rezultă că si f 
Yo 


este pe acela striet negativă. Contradictia obţinută arată că 
in ipotezele făcute f este constantă. 


E) Luind f(x) = s Vx ze (0, oo) constatăm că concluzia de 
la b) nu se impune în acest caz, Explicația constă în aceea că 


f(x) 


pentru orice z € (0, o0) r — —— = — nu se află pe inter- 


| f'(x) 
valul de definiție. 
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| 


AAA A 


22. 


> 
v 


= a e “dx. 


lim f(x) = — oo, lim f(1) = + oo, f(x) = 0 dacă si numai dacă 


T> N VC 


x = Qf (x) = 1 -+ e™ — re, Să remarcăm că f'(2) > 0 
pentru orice ve R. În adevăr, f'(x) = e" (x — 2) de unde 
rezultă imediat că f' are un minim in x = 25i cum f'(2) = 1 — 
— e? > 0 rezultă f'(x) > 0 pentru orice x e R. Functia este 
strict. crescătoare pe R, punctul (2, 2(1 + e7?)) este punct de 
inflexiune, dreapta y = x este asimptotă la ramura de la 
+ 00. Graficul este reprezentat in fig. 7.22. b) Aria = 
r e—2 


€ 


(calcul prin părţi). c) Avem = 


0 


n ier i æ: 
E | n Ra Ps ARS > : tuos 
= — rl deci dy reprezintá o sumá Riemann asociatá 
k=1 en 
1 


^ E à A e—2 
funcţiei re “pe [0, 1]; lim an = ue T xd s 


e 


0 
sin x? 


Funcţia f, f(x) = x >0 este derivabilă pe (0, co), f'(x) = 
B x ` i 


| sin az? : o" i E 
= 2 cos 1? — —— deci f' este continuă pe (0, oo) si evident 
lim f(x) = 0. Totuşi f' nu are limită la + oo (deoarece funcţia 
T 00 


cos nu are limită la + 00). 


b) Greşeala constă în faptul că se aplică eronat definiţia limi- 
tei,în fapt în „demonstraţie“ s-a arătat că există un sir (2) 
convergent la + oo astfel că şirul (f'(£)) este convergent, 
dar aceasta nu este suficient pentru a spune că f' are limita 
la + oo, c) In adevăr, dacă f''(x) > 0 pentru orice xe(0, oo) 

„rezultă că f' este crescătoare pe (0, oo); fie (tn)nexN 
un sir crescător convergent către + oo. Atunci f'(z) < f' 
(En) <f (Za + 1) si f'(Ey) = fa + 1) — fan) tinde către 
zero, evident, în mod crescător. Rezultă că şiru: f (tahen, 
fiind crescător si mărginit, este convergent. Conform exer- 


cifiului 3, pag. 158 rezultă că există lim f'(x) si deoarece. 


lim f()(&) —Orezultà lim f'(x) = 0. 


Xa cO 


Deoarece functia z— [t f(x) + g(x)]? este pozitivă pentru. 


orice l € R-rezultă id 
b: > b A: i 
PS fajaz + 2 f f(v) g(x)dv + f g(x) de > 0 pentru orice 
a a u ; i 
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te R de unde inegalitatea cerută, luînd f(x) = sin x, g(x) = 


EIN Tr E 
== Vsin x ze |0, —| rezultă 
2 
A. LR 2, Te tJi | 
2 2, 2 E ` 2, de 
f sin zdv« f sin2a du . f sin T Qr | 
0 , 0 O. 


z so fà 1 ios 
de unde [sin x dr < i yx. 
E 


25. Dacă f este o funcţie descrescătoare pe a, b şi A = a = xy «z,« 
Cox... X o < En = b este o diviziune a lui [a, b] atunci 


b n—1 
. f(x) du < ERIS (xk, — Tk). 


În particular luind segmentul [m, n + 1] si diviziunea 
Azm-«m--1«m--2«...«n«n-r-1 deducem că 


n+] l H^ ` 
f f(x) de < 2 f(r). In cazul general invocat, avem 
m r=m . ` i 


n—1 b 
E faf) rra — te) < ffx) dz care aplicată pe [m — 1, n] 
J:=0 | a f ; 


P - í n 
si diviziunii A zem — 1 <m < ... «n conduce la 2 f(r) < 
] r=m 
n . 
< | f(x)da. 
m-—1 
E ` 


26. a) Dacă a > 0 atunci e—* este mărginită de 1 pe [0, a] adică 
0 <e <1 pentru orice re[0, «], de unde rezultă 


s A - y ; ; a 

0 < fe- dr < f1dx=e si prin urmare lim | e dz. 
0. 0 «^0 0 

Dacă a <0, oricum pe [a, 0] e^** este mărginită, fiind 


z [04 " 
continuă : 0 < e-?* < M si deci 0 < | fe da [<—M a 
A 4 i 
a | ; 
de unde lim [e dr — 0 
; «a0 0 > 
/ x,” a ex t 5 
b) fer dz =.e—e 7? si deci lim fe—-*dx = 0. Se poate rafiona 
m «+0 Q. E i 


"At ^». ud nis i n pp 


4 - aa 
şi ca la punctul precedent. c) je redr =—> j e“du= 


= — e^*) de unde rezultă lim fe? x? dr = 
&-co) 0 


d) fe ade = — a? e | 4-2 fa et dr = —g? e—4 y 
0 0 0 


Du 
LJ 


« [4 
-2[— aer] + fe-* da] = — a2e-* — Dea — de-a 1 2, 
| od 
de unde lim fe-*3? da = 2. 
«= co 0 
. i [r4 i 
e) Calculăm integrala ER a? de făcînd schimbarea a?.— u 


objem pe a5 icc pj :u du= 3(— o3 2 1) 


si deci lim fe. a dr = 3. 


«= 0 
dim fe) = + o, im fa) = —e f(0) — 0, f(—1) 2 0 = f(1) 
f(— x) = — f(x) KUNA orice xve R, deci graficul funcţiei 
este simetrie față. de (0, 0); f' mien 22 a ale cărei 


Tora pay 
rádácini reale sint —yy5 —2 — 2, Yv5 — 2 — 2. 


Variatia functiei este redatá in tabelul de mai jos | 


T — 0 — 15-152 0 v/5—2 1 +0 
Pia — 0 ++ +40 
f EolilOol]mto0otMiyiojl|—o 


Dreapta y = — x este asimptotá oblicá la ramurile infinite. 
Graficul este redat in figura 8.25, 
b) Dupá transformári simple ecuatia datá capátá forma echi- 


valentá 233 — x? +A = 0 a cărei discuţie o realizám uti- 


de 35 — Ghid de pregátire la matematicá v 531 
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Fig. 8.25. 


lizind şirul lui Rolle. Concluzia : pentru À (— 00, 0) ecuaţia 

are o singură rădăcină Tealá ; dacă A = 0 ecuaţia are rádá- 

d 4 . E 3 

cinile 0, 0, 1, pentru ae 0, 1] ecuatia are trei rádácini 
| 2 


Vau " 4 , Me Eae 2 | 
reale diferite dacă A = p. ecuatia are rádàcinile "rue 


4 : AS T RN 
E =; pentru A € E : co] ecuaţia are o singutá rădăcină 


| realá. c) Inegalitatea propusá este 


4x(1 — a?) < 1 
| (1+2) 

Punind x = tg ọ rezultă 2 sin 29, pne Qus 20 

l+x 1 + 

|. la — ; 3 E 
si atunci ————— = sin 49 şi atunci rezultă valabilitatea 

(1 + a?) ; 
inegalitátii. | 
nx c! e,RQ 2 3 . 
28. a) f'(x) A NO Dach Xe (— œ, — 1) atunci 
C m 


532 


Az? — 2x + A < 0 pentru orice ve R deci funcția este 
strict descrescătoare pe R. Dacă à e (— 1, 0) f' (2) «0 
A YI. a s 


pentru z [- 00, — 
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b) 


29. a) 


b) 


deci f este strict descrescátoare pe aceastá multime jar 
1 /1 —— M J aa aa DĂ i * 
pe ESA ES este strict crescátoare. 


Dacă Ae(0, 1) deducem că f este strict crescătoare pe 


VIZA 
[— ce pa yz LES 00) 


si strict descres- 


: A 
cátoare pe [4H E. Pot eed, EI „Dacă Ae(l, o): 
funcţia f este strict crescătoare pe R. Pentru à = — ł 


f este strict descrescătoare pe R, iar pentru A = 1 este strict 


crescătoare pe R. 


Deoarece pentru A > 1 feste strict crescătoare pe R rezultă 


. f(0) < f(x) dacă 0 < x, adică 


is 1 + (Z) daca Ü«z 
j Xy + Tay? y 2 i 
lim its] 2 ) - m (14 2 = e 


Ecuația ya? — x? + 2:38, +u—>M= 0 trebuie sá 


aibă rădăcinile 1, sin «, cos a, ceea ce implică sin a + cos a+ 
+ sin « cos a 2 EEN Notínd sin a + cosa =u 
rezultă 2 sin « cos a = ul —1 si deci 2u? + 4u — 4—3y3— 
s deci « = q sau a = 


.9—Ys 


6 


DE. 1 
= 0 de unde'sin a + cos « = -z + 
E obtinem ^ E. 
x v a 


Evident, pe (— co, —1) f este derivabilá si f'(t--—t; 
pe (— 1, 1) f este derivabilà si f'(1) = 1, iar pe (1, oo) f 
este derivabilă si f'(1) = t. Se constată ușor cà f este 
derivabilă in t=—1 si f'( — 1) — — 1, si cà f'(1) = 1. 
Din aceasta rezultá cá f' este continua. jc 


Pentru xr € [0, 1] eefi, e] şi ee n 1|si prin urmare 


a E. - 2 : > 
f(e*) = ZE, (09 e. | | 
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80. 


va 


id 1 
Aşadar | 5 da = ern e Punînd e” = u avem 


(ez) erer + 1) 
o O 
1 e e 
jam feuda 
| O Jauk Jl ra) 
o 1 1 y 
e 
bh = (mare tg 3l = 1 Rare tg e. 
1 e 


Fie T€ 0, 1) şi fie (25)5 e y un şir crescător din (0, 1) convergent 
cátre x, atunci sirul f (tn) este, prin ipotezá, crescátor si fiind 


| majorat de f(x) rezultă cá este convergent si deci f are limită 


laterală la stînga în punctul x. La fel, dacă (Yn)n eN este un sir 


„descrescător către x șirul f(Yn) este descrescător si deci f are 


„limita laterală la dreapta în pünctul x. Sá presupunem că 
limita laterală, la dreapta este strict mai mare decit f(x) : lim 


riy 


- f0) |f). 


Fie punctele x, Y, Js. Y3 astfel ca xr « y « ys «Us. atunci 


fü)—fü) fur TDI nis Ea 


dl de or ? y-a uz 
pentry orice y € (x, Y) unde A = m | fy) — f(x) > 0. Evident 


Dus) — fü 2 —— nu oat Y adevărată 
Us — Ya yz 
pentru orice ye(z, i). Contradictia obținută arată că 


că inegalitatea 


lina: f(y) = f(x). La fel se arată că tim 2 f(y) — f(x) şi deci f este 


iced in orice punct x e (0, D. Din demonstrafie se vede 
că ipoteza x < 1 a intervenit esenţial; de aceea nu este sur- 


. prinzátor că în exemplul dat la b) f nu este continuă in x = 1. 


31. - 
| 2 ROME Există un sir de numere raţionale (rn)n e y 


33. 


934 


Să admitem cá f este continuă în punctul z, e R si fie xe R 


ln >= si deci 2 — rp T converge către zy. Atunci f(x — n 


T) > fé) adică f(z)— fa.) si deci f(x) = f(a9). În concluzie 
f este constantă pe R': contradictia obţinută arată că f nu 


„este continuă în nici un punct, 


Fie x un punct de continuitate şi fie (2n)n e y un sir de numere 
iraționale convergente către 1; atunci lira f(x) = f(x), deci 


fila) = 0. Fie (2n)n EN un sir de numere rationale convergent 
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către x ; atunci lim f(z5) = f(x) adică lim (x2 — 22) = f(x) = 0 
i n j 


si deci x? — x? — 0 de unde x = 0, x= 1. Aşadar f este 
continuă cel mult în punctele x = 0, t — 1. Arătăm cá în 
aceste puncte f este continuă. Fie s>0; să luăm 
à = min yr’ lp atunci |f(2) — f(0)| = ]1? — z?| =|z?| | x— 1] 
< lala] + 1) < 9*(8 + 1) <e pentru orice z rational cu 
la] <.. Evident |f(x) — f(0)) =0 <e si pentru orice z 
irațional cu |x| < 8 (în fapt pentru orice x irațional) ; in con- 
cluzie f este continuă în + = 0. Pentru continuitatea in x = 1 
procedám în mod analog. Pentru e > 0 avem |f(x) — f(0)| 0 < 
<e pentru orice x irațional. Pentru x rational, |f(z) — f(0)| = 
= |x — 22] = |1?] |z — 1] < (1 + 8) 8 = 82 4 28? -+ò de 


. îndată ce |e — 1| < 8 deoarece în acest |x| < 1 + 3. Dacă 


putem alege 8 > 0 astfel ca 3? + 232 + 8 <e atunci- pro- 
blema este rezolvatá. Arátám cá inecuafia de mai sus are 
soluţii pozitive. În acest scop să observăm că funcţia ò — 8% + 
+ 28? + 8 — e este negativă în 5 = 0 de unde fiind continuă, 
‘rezultă cá este negativă pe un interval centrat in 0 (—5,, 


5). Altfel, luînd $ = min fi, " pentru |x| <. 8 avem |f(x) — 


— f(0)| < (1-- 3928 « 22.5. = e. Evident, funcţia nu poate fi 
E 4 d / . 


derivabilă decit, cel mult, în z = 0 şi z = ] 
fæ) — fO)  [ax?— x dacă x este rational 
r—0 .0 dacă x este irațional 
de unde deducem lim 12710 y si deci f este derivabilá in 
+30 ON 0] : 
A . f) —f(. fa? dacă x este rational 
ano a —1 = O dacă z este- irațional 


de unde rezultă cá f nu este derivabilă in z—1. + 


33. Dacă h(x) > 0 pentru orice xe[a, b], rezultă cá pentru 


orice diviziune A Sa = To <<... Sana < Xy = b si 


orice alegere a punctelor Ex € [rg-, Tr], suma Riemann . 


b 3 
S(h; ^; E) este pozitivă si prin urmare |, h(x) de > 0. 
Dacă f(2) > 0 pentru orice v e [a, b] atunci există o constantă 
pozitivă m astfel ca 0 < m < f(x) pentru orice ze [a, b]. 


A b E 
Rezultă cá S(f; A; E) 2.m (b — a) si deci NIO dr 0. 
b i 
b) Să observăm că, dacă [«, B] C a, b, atunci Wi "i f (deoa- 


rece f(x) > 0). Să presupunem că Y „f = 0 şi că există ay € [a, b] 
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34. 


.96, 


536. 


astfel ca f(x) > 0. Există atunci un interval (e, 8] C [a, 5] 
astfel ca f(x) > 0 pentru orice x € [a, 6]. Dar atunci V f>0 


, |. cb 
(conform punctului a) ceea ce conduce la 0 ceea ce 
contrazice ipoteza. Condiţia de continuitate este esenţială. 
În adevăr, funcţia f: [0, 1] — R definită prin f(x) = 0 dacă 
x € [0, 1) si f(1) = 1 satisface condiţiile f(x) > 0 pentru orice 
zE se 1] of — 0 dar f nu este identic nulă. 


2k— 1 
n 
1 : n 


an = CÓÓp——————- reprezintă suma Riemann aso- 
n 2k — 1)? | 
- k=1 1+ ; 


"^ 


ee 4 1 
ciată funcției x — T e[0, 1] diviziunii0<=<.: 
dis 1 Loos : ] l w-c;pH 
uro <E <... <1 si punctelor intermediare Ex = 


“eggi 


le Er zy]. 


Rezultă lim a; = » T dr y2— 1. 


ncs 
a) FieT o perioadá a functiei derivabile periodice f(x + T) = — 

— f(x) pentru orice x e R. Atunci 
Pl + T) — lim f) —f( + T) jim fe T) fot 7) _ 

ur, 4T u—(z4 T) mr. (x + T)— (xj + E) 
= lim Te) — feo) — f'(z) si deci f' este periodică avînd o 
zc X — To 

, perioadă T. b) Dacă f' este periodică nu rezultă că f este 
periodiek. Contraexemplu: fie f: R— R definitá prin 


' f(z) —— "Lais no + == n x b dacă z e [n, n--1) unde n=0, 
+1, i 2,,,,. >e, vede imediat că f nu este periodică dar 
ef este periodică : f(z) =x—n pentru ze[n, n + 1). 

Fie e > O, altfel arbitrar, și fie à astfel ca0 «8 < F3 Atunci 


pentru orice diviziune A a cárei normá este inferioará lui à 
si pentru orice alegere a punctelor intermediare suma Rien ad 


cap fiind inferioară unei sume de forma [58 TI LL 


dd P x] 3 este inferioará lui e. 
2 ES 2 
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Conform definiţiei integrabilitáfii unei funcții, rezultă cà f 

este integrabilá si WE 0. 
37. a) Dacă feste o funcfie continuă si a este astfel că f(a) 4 0 
atunci, cum ştim, există un întreg interval deschis centrat 
în a în care f nu se anulează. De aici rezultă că mulţimea 
punctelor în care o funcţie continuă nu se anulează este 
o reuniune de intervale deschise gi prin urmare mulțimea 
punctelor în care -o funcție continuă se anulează este for- 
mată din puncte izolate si intervale închise (de forma [u, £], 
sau (— oo, «] (|| sau [f, + o0) (^| I. Să presupunem că 
f se anulează în punctul z, (f(e) = 0) şi că există z 
astfel că f(x) 40. Putem presupune cá zy < 2,, în cazul 
complementar raţionamentul s-ar desfăşura analog. Fie 
a cel mai mare număr real astfel că a e [£p 24) $i f(a) = 0. 
Pe (a, 24) f este nenulá şi deci pentru x € (a, zy f'(xy f(x) = 
='g(x) de unde f(x) = C.e unde C # 0, deoarece in 
caz contrar f ar fi nulă pe (a,x). Atunci lim f(x) = C-e A = 


T$a 
z 0 ceea ce contrazice continuitatea lui f în punctul a. 
Deci dacă f este nulă într-un punct ea trebuie să fie identic 
nulă. Ba e a 
b) Dacă yy = 0 atunci singura funcţie care satisface f'(x) = ` 
= f(x)-g(x) penttu orice ze R si f(x) = yy, este funcţia 
identic nulă. Dacă y, # 0, atunci f trebuie să satisfacă 
f(x) = Cees pentru orice se R si f(z) = yo adică 
C - e9(*) — y, de unde f(x) = y, e9(-9(29, 


F, şi Fa sînt primitive ale funcţiei 2> ———— pe orice 
| 1 + cos? x s 


interval care nu conține punctele S + kr. Si totusi, 


7 


Es 3 n dr E ad 
dacă  calculăm | ———— după formula Leibniz-Newton 
0 1 + cos? x i 


cu. F, şi F, obtirem 3 , respectiv 0, ceea ce, desigur, arată 


că o eroare s-a strecurat. Eroarea constă în aceea că F nu 
a . 1 | A cie ou $ 1 
constituie o primitivă a funcţiei x > —————— pe [0, x] deoa- 


K 1 + cos? x 
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pa > 1 V2 cos x 1> 
Să notăm F,j(1) == arc cos ——— si Fl) = > ` 
: " y2 V1 4- cos? x ? “al ) ya- 
E Ex : Y Li , 1 
arc tg ==. Atunci se vede cá Fi(2) = F;(z)— ——— . deci 
? y» ` (7) (X) ld oda 
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rece F, nici nu este definitá pe acest intreg interval. Asadar pro- 
blema, asa cum. a fost formulată, conţine o afirmaţie falsă. 
Acest “exemplu evidenţiază încă o dată, unitatea funcție- 
. interval sub care trebuie să privim primitiva. 


39. Avem 
| vri e mue 
^ TRE d Á k A —k Em. 
" (x — 1)Pdx = |, > (— 1) Cipt? "dr = 
l k-0. 
2p ; 2p 
.nk x2pP—-k+1 j1 Ñ e Ls 
DOM | > 2 E 
2p — k +1 |o | 2p = K-p 2P 
k=0 q k=0 
e. zip ^C (x — 1p 1 
jar pe.de altá parte | (x — 1)Pdz = EUA En si 
| 0 . 2p +1 |o  2pti . 


2p 


k 
deci » c Dn ch 


2p—k-41 2p-i 


- 40. a) Să definim funcția F pe [a, b] prin F (x) au. g(t)dt. 


Atunci demonstrăm cu uşurinţă cá F este continuă 
pe [a, b], derivabilă pe [a, b] si F'(2) = f(x) — g(x) pentru 


z e [a, b]. Dacă x e [a, b] există şiruri (75); ey de numere | 


rationale din [a, b] convergente către z ; atunci şirul F(rz) 


pentru orice ze[a, b]. b) Deoarece F'(x) = 0, intrucit 
F este constantă pe [a, b] rezultă f(x) = g(x) pentru orice 
ze[a, b]. M 
41. Fie F(2)= Am o funcţie raţională; dacă grad P > grad Q 
atunci lim F(n) = + oo sau — œ după raportul coeficien- 
n 
tilor termenilor de grad maxim în P si Q ; dacă grad P = grad 
- Q atunci lim F(x) = = unde a,, b, sint coeficienții termenilor 
n 0 
de grad maxim in P, respectiv Q, si este un număr rational, 
iar dacă grad P < grad Q atunci lim" F(n) = 0. Cum ştim 
3 n à 
lim E + = + = TE. =) = e, si concluzia din enunț se 
. n : 
_ impune. 
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converge. către F(a), deci F(z)— V, r0 +h g() ati— K - 
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. Probieme referitoare la numere. Añaliza combinatorie 
Structuri algeþrice. Algebra liniară . 

. Probleme de concurs 


Oo N O C Hi Co bh Hu 


Trigonometrie . 


. Identitáti trigonometrice . 

: Inegalitáti trigonometrice .. 

. Ecuatii trigonometrice . 

Inecuatii trigonometrice . : 
. Probleme referitoare la triunghiuri şi ge a i 
. Probleme de concurs . dM A O 


dd Ni uy A 


Geometrie . ; | 
. Geometrie plani. "tL un. lXwA t 
. Geometrie ín spatiu . E 
Geometrie analiticá . 
. Probleme de concurs . 


Analiză matematică . 


. Şiruri . ; 

. Limite de funcţii . 

. Funcţii continue . 

. Funcții derivabile 

. Integrala Reimann . 
. Probleme de concurs . 
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